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Verfasser und Verleger dieses Werkes behalten sich das Recht der 
Uebersetzung in fremde Sprachen vor und werden ebensowohl den Nach- 
druck als die unbefugte Uebersetzung mit allen gesetzlichen Mitteln 
verfolgen. 


Vorrede zur ersten Auflage. 


Dieses Lehrbuch verdankt seine Entstehung den Uni- 
versitäts -Vorträgen^ welche ich in Königsbergs Halle und 
Heidelberg über die analytische Geometrie des Raumes ge 
halten habe^ um meine Zuhörer in die analytisch -geome- 
trischen Theorien einzuführen; und sie zu selbststandigen 
Untersuchungen in diesem Gebiete zu veranlassen. 

Es setzt die Bekanntschaft des Lesers mit der Differential- 
rechnung voraus. Zwar findet man am Ende der einund- 
zwanzigsten ^ zweiundzwanzigsten und dreiundzwanzigsten Vor- 
lesung einige Integral -Formeln von Lame und von Jacob i, 
jedoch lassen sich diese Stellen ohne Beeinträchtigung des 
Zusammenhanges auch übergehen. Um aus der Geometrie der 
Kegelschnitte nichts mehr als die Elemente vorauszusetzen , ist 
in der einundzwanzigsten Vorlesung das analytische Problem 
der Hauptaxen der Kegelschnitte im Zusammenhange mit den 
confocalen Kegelschnitten und den elliptischen Coordinaten 
nachgetragen worden. 

Die Symmetrie neben der Dualität der Behandlungsweise^ 
welche sich mit ihren Consequenzen durch das ganze Buch 
hindurchzieht; wird zur leichteren Auffassung erheblich bei- 
tragen , und dasselbe vorzugsweise als ein Lehrbuch der ge- 
nannten Disciplin empfehlen. 

Heidelberg, im Oetober 1861. 


Vorrede zur neuen Auflage. 


Die Anordnung des Stoffes ist in dieser Auflage fast 
ungeändert geblieben. Die einzige Ausnahme bildet die Vor- 
lesung über die Transformation homogener Functionen zweiter 
Ordnung, welche den Vorlesungen über Coordinatentrans- 
formation und über Transformation der Oberflächen zweiter 
Ordnung früher voranging, hier nachfolgt. Diese Aendenmg 
ist gemacht worden, um in den vorausgeschickten Vorlesungen v 
lebhafteres Interesse für die nachfolgende zu erregen. 

Beiträge, welche die verflossenen acht Jahre geliefert 
haben, sind an den passenden Stellen aufgenommen worden. 
Auch Beispiele der Anwendung sind hinzugekommen, wie am 
Ende der Vorlesung über die Anwendung der Determinanten. 

Neu sind zwei Vorlesungen aus der analytischen Mechanik. 

Die eine von diesen Vorlesungen über die Axen des 
Körpers konnte den übrigen Vorlesungen eingereiht werden, 
weil der Gegenstand sich als ein rein geometrischer auf- 
fassen liess. 

Die andere Vorlesung über Planetenbewegung, welche 
das D'Alembert'sche Princip der Mechanik voraussetzt, 
bildet den Anhang. Sie ist darum hier aufgenommen worden, 
weil sie Gelegenheit giebt, vorgetragene Sätze über Deter- 
minanten und Rotationsoberflächen zweiter Ordnung in ge- 
fälliger Weise in Anwendung zu bringen. 

München, im November 1869. 

0. Hesse, 
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Erste Vorlesung. 
Einleitung. 


Die Aufgabe der analytischen Geometrie ist eine vier- 
fache. Sie lehrt erstens gegebene Figuren durch Gleichungen 
ersetzen , zweitens transformirt sie diese Gleichungen in For- 
men y die sich für die geometrische Deutung eignen , drittens 
vermittelt sie den Uebergang von den transformirten oder 
gegebenen Gleichungen zu den ihnen entsprechenden Figuren. 
Da die transformirten Gleichungen aber aus den durch die 
Figur gegebenen Gleichungen folgen, so ist auch das geo- 
1 metrische Bild der transformirten (ileichungen, das ist eine 

ij zweite Figur, eine Folge der gegebenen. Diese Folgerung 

. einer zweiten Figur aus einer gegebenen nennt man einen 

I geometrischen Satz. Sie lehrt also viertens mit Hülfe des 

Calcals auch geometrische Sätze entdecken. 

Als Hülfsmittel zu den genannten Zwecken dient das 
Coordinaten-Syßtem von Cartesius. Im engeren Sinne 
versteht man darunter drei auf einander senkrecht stehende 
feste £benen, Coordinaten-Ebenen. Die Schnittlinien je 
zweier von ihnen heissen Coordinaten-Axen. Der den 
drei Coordinaten-Axen gemeinschaftliehe Punkt wird der An- 
fangs-Punkt des Systemes genannt. 

Die drei von einem gegebenen Punkte auf die Coordinaten- 
Ebenen gefällten Lothe, Coordiuaten des Punktes, sind 
durch die Lage des Punktes bestimmt. Umgekehrt wird die 
Lage des Punktes durch diese Lothe unzweideutig bestimmt 
sein, wenn nicht allein die Grosse, sondern auch die Richtung 
dieser, den Coordinatenaxeu parallelen, Lothe gegeben ist. 

He^s, aoalyt. Geometrie il. R«umes. 2. Aufl. 1 
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Um die Richtung der genannten Lothe zu definiren, denke 
man sich, dass jede der drei Coordinatenaxen aus zwei, vom 
Coordinatenanfangspunkte nach entgegengesetzten Richtungen 
ausgehenden, Strahlen zusammengesetzt sei. Die eine, gleich- 
viel welche, wird als die positive, die andere als die negative 
Richtung der Coordinatenaxe angenommen. So oft nun eines 
der drei Lothe der Richtung der ihm parallelen Coordinaten- 
axe entgegengesetzt ist, erhält es das positive Vorzeichen, im 
anderen Falle das negative. Nach diesen Festsetzungen hat 
jeder Punkt des Raumes seine bestimmten Coordinaten, und 
jede drei reellen Grössen können als die Coordinaten eines 
bestimmten Punktes . angesehen werden. 

Die Coordinaten eines beliebigen Punktes im Räume be- 
zeichnet man mit den Buchstaben x, y, z. Die ihnen paral- 
lelen Coordinatenaxen werden respective die a? Axe, die J/Axe, 
die ^Axe genannt. Die Coordinatenebenen endlich werden 
durch zwei der genannteil Buchstaben bezeichnet nach den 
Coordinatenaxen, welche in ihnen liegen. 

Man kann aber die Coordinaten eines gegebenen Punktes 
noch auf eine zweite Art bestimmen , die in manchen Fällen 
den Vorzug verdient vor der angegebenen Bestimmungsweise. 
Fällt man nämlich drei Perpendikel von dem gegebenen Punkte 
auf die drei Coordinatenaxen, so sind die Abschnitte auf den 
Coordinatenaxen, vom Anfangspunkte des Systems gerechnet, 
den Coordinaten des Punktes gleich, wenn man festsetzt, dass 
diese Abschnitte positiv zu nehmen sind auf der positiven 
Seite der Axen, dagegen negativ auf der negativen Seite. Es 
steht daher auch frei, diese Abschnitte als die Coordinaten 
des Punktes zu betrachten.- 

Sind demnach a, 6, c die Coordinaten eines gegebenen 
Punktes im Räume, so sind die drei Gleichungen: 

X = tty y = hy = c 

der analytische Ausdruck des Punktes, und umgekehrt ist ein 
ganz bestimmter Punkt des Raumes das geometrische Bild 
für diese drei Gleichungen in der Voraussetzung, dass a, 6, c 
gegebene reelle Grössen bedeuten. Dieser Punkt liegt in 
der «/j2f Ebene, wenn a = 0; er liegt in der ^Axe, wenn 
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a = b = 0] er ist endlich der ÄDfangspunkt des Coordinaten- 
systems, wenn a = 6 = c = 0. 

Wenn also ein bestimmter Punkt im Räume das geo- 
metrische Bild ist jener drei Gleichungen , so drängt sich zu- 
nächst die Frage auf; welches das geometrische Bild sein 
werde einer dieser Gleichungen ^ zum Beispiel der Gleichung: 

Die Coordinaten x, y, z aller Punkte, die in einer der 
yz Ebene parallelen und von ihr um den Abstand a entfern- 
ten Ebene liegen , genügen dieser Gleichung, und umgekehrt 
alle Punkte, deren Coordinaten dieser Gleichung genügen, 
liegen in der genannten Ebene. Aus diesem Grunde wird die 
angegebene Gleichung die Gleichung jener Ebene genannt. 
Sie ist der analytische Ausdruck fSr die Ebene, weil die 
Coordinaten aller Punkte in ihr der Gleichung genügen, und 
die Ebene ist das geometrische Bild der Gleichung, weil alle 
Punkte, deren Coordinaten der Gleichung genügen, in der 
genannten Ebene liegen. In dieser Weise sind j^ «= & und 
z = c die Gleichungen zweier Ebenen, die von den Coordi- 
natenebenen zx und xy um b und c abstehen und ihnen 
parallel sind. 

Die Coordinaten aller Punkte der Schnittlinie der beiden 
Ebenen y =^b und isr = c genügen zugleich den beiden Glei- 
chungen : 

und umgekehrt alle Punkte, deren Coordinaten den beiden 
Gleichungen zu gleicher Zeit genügen, liegen in jener Linie. 
Diese beiden Gleichungen sind daher der analytische Ausdruck 
für jene Linie und umgekehrt. Die angegebenen beiden Glei- 
chungen nennt man daher die Gleichungen der geraden Linie, 
in welcher sich die beiden Ebenen schneiden. 

Wenn man diese Betrachtungen ausdehnt, so sieht man, 
dass eine Gleichung zwischen den Coordinaten x, y, z eines 
Punktes das Aequiyalent ist für eine räumliche I<läche, Ober- 
fläche; dass zwei Gleichungen derselben Art eine Curve, die 
Schniticurve der beiden Oberflächen, darstellen, von denen 
jede durch eine der genannten Gleichungen ausgedrückt ist; 
dass endlich drei Gleichungen analytisch diejenigen Punkte 
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darstellen , in welchen sich die drei durch die drei Gleichungen 
ausgedrückten Oberflächen schneiden. 

Die Coordinaten eines Punktes sind auch unzweideutig 
durch irgend drei lineare Gleichungen zwischen diesen Coor- 
dinaten bestimmt. Die geometrische Bedeutung einer dieser 
linearen Gleichungen ist die zunächst hegende Frage, deren 
Beantwortung in der nächstfolgenden Vorlesung erfolgen soll, 
nachdem wir einige Fundamental-Sätze und -Aufgaben vor- 
ausgeschickt haben, die hier und in der analytischen Geometrie 
überhaupt von häufiger Anwendung sind. 

(1) . . . Die senkrechte Projection einer begrenzten 
geraden Linie auf eine unbegrenzte andere ist 
gleich der begrenzten geraden Linie, multiplicirt 
mit dem Cosinus des Neigungswinkels der beiden 
geraden Linien. 

Wenn man von den Endpunkten einer begrenzten gera- 
den Linie Lothe fällt auf eine unbegrenzte, so ist das zwischen 
den Fusspunkten der Lothe liegende Stück der unbegrenzten 
geraden Linie die senkrechte Projection der ersteren. Im Falle 
der eine Begrenzimgspunkt der erstem in der unbegrenzten 
geraden Linie liegt, ist der angegebene Satz nichts anderes 
als der Ausdruck der Kathete eines rechtwinkligen Dreiecks 
durch die Hypotenuse und den eingeschlossenen Winkel, um 
den Satz auf diesen Fall zurückzuführen, lege man zwei 
Ebenen durch die Endpunkte der begrenzten geraden Linie, 
senkrecht gegen die unbegrenzte gerade Linie. Das zwischen 
diesen Ebenen liegende Stück der unbegrenzten geraden Linie 
wird die gesuchte senkrechte Projection sein. Ihr gleich sind 
alle durch die beiden Ebenen begrenzten Stücke der mit der 
unbegrenzten Linie parallelen Linien. Wählt man aber unter 
diesen parallelen Linien gerade die, welche durch einen End- 
punkt der begrenzten Linie geht, und nimmt für die senk- 
rechte Projection das von den beiden Ebenen begrenzte Stück 
dieser Linie, so hat man den erwähnten Fall. Denn man 
nennt Neigungswinkel zweier gegebenen geraden Linien, die 
sich nicht schneiden, den Winkel, der durch zwei gerade 
Linien gebildet wird, die den gegebenen parallel von einem 
und demselben Punkte ausgehen. Das sind hier die begrenzte 
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gerade Liuie und die mit der unbegreuzieii parallele Liuie^ 
welche durch den einen Endpunkt der erstereu gelit. 

(2) . . . Die senkrechte Projection einer begrenzten 
Ebene auf eine unbegrenzte andere ist ihrem Flä- 
cheninhalte nach gleich dem Flächeninhalte der 
begrenzten Ebene^ multiplicirt mit dem Cosinus des 
Neigungswinkels der beiden Ebenen. 

Wenn man von sämmtlichen Begrenzungspunkten einer 
begrenzten Ebene Lothe fallt auf eine andere unbegrenzte 
Ebene, so begrenzen die Fusspunkte der Lothe eine Figur in 
der unbegrenzten Ebene, die man die senkrechte Projection 
der begrenzten Ebene nennt. Da man jede begrenzte Ebene 
durch gerade Linien in Dreiecke zertheilen kann , die als die 
Elemente der begrenzten Ebene zu betrachten sind, so braucht 
man den angegebenen Satz nur für ein Dreieck nachzuweisen, 
selbst nur für ein Dreieck, dessen Grundlinie der unbegrenzten 
Ebene parallel ist. Denn das Dreieck lässt sich noch durch eine, 
durch eine Ecke desselben gelegte mit der luibegrenzten Ebene 
parallele, Linie in zwei Elementardreiecke zerlegen, deren ge- 
meinschaftliche Grundlinie der unbegrenzten Ebene parallel ist. 

Ein solches Elementardreieck hat mit seiner senkrech- 
ten Projection gleiche Grundlinie und die Projection der 
Höhe ist die Höhe de.s projicirten Dreiecks. Die projicirte 
Höhe ist aber nach (1) gleich der Hölie des Elementardrei- 
ecks, multiplicirt mit dem C>>sinus des Neigungswinkels beider 
Höhen, d. i. des Neigungswinkels der beiden Ebenen. Ver- 
gleicht mau daher die Flächeninhalte des Elementardreiecks 
und seiner Projection, ausgedrückt durch Grundlinie mid Höhe, 
so hat man den angegebenen 8atz für das Elementardreieck. 
Nimmt man nun statt des Elementardreiecks die Summe aller 
Elementardreiecke und statt der Projection des Elementar- 
dreiecks die Summe der Projectionen der Elementardreiecke, 
so ergiebt sich der oben angegebene Satz. 

(3) . . . Wenn a, /}, y die Winkel sind, die eine ge- 
rade Linie mit den Coordinatenaxen bildet, oder 
eine Ebene mit den Coordinatenebenen, so ist: 

cos'-'a + cos'^/3 -^- co8*y = 1 . 
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Eine Ebene bildet mit drei auf einander senkrecht stehen- 
den Ebenen dieselben Neigungswinkel, als das Loth der Ebene 
mit den drei auf einander senkrecht stehenden Schnittlinien 
je zweier von den drei Ebenen. Nach diesem Fundamental- 
satze aus der* Stereometrie braucht man den angegebenen 
Satz nur für eine gerade Linie nachzuweisen. Er gilt dann 
auch für eine Ebene. 

Da alle parallelen Linien dieselben Winkel mit den Coor- 
dinatenaxen bilden ; so kann man annehmen , dass die gerade 
Linie, von welcher der angegebene Satz handelt, durch den 
Anfangspunkt des Coordinatensystems geht. Schneidet man 
nun auf dieser vom Anfangspunkt des Coordinatensystems in 
der Richtung, in welcher sie mit den positiven Coordinaten- 
axen die genannten Winkel bildet, ein Stück ab, welches 

• 

gleich der Einheit ist, und legt durch den Begrenzungspunkt 
des Stückes drei den JDoordinatenebenen parallele Ebenen^ so 
schliessen diese und die drei Coordinatenebenen ein Parallel- 
epipedum ein, dessen Diagonale der Einheit gleich ist. In 
einem rechtwinkligen Parallelepipedum ist aber das Quadrat 
der Diagonale gleich der Summe der Quadrate der drei von 
einer Ecke auslaufenden Kanten. Die Kanten des Parallel- 
epipedums, welche von dem Anfangspunkt des Coordinaten- 
systemes ausgehen, sind aber die Cosinusse der Neigungs- 
winkel der Diagonale mit ihnen. Hiernach ist der zu bewei- 
sende Satz nichts anderes, als der analytische Ausdruck des 
oben angeführten Satzes der Stereometrie. 

(4) ... Die Entfernung D zweier durch ihre Coor- 
dinaten x, y, z und x^, y^, z^ gegebenen Punkte wird 
durch die Gleichung bestimmt: 

Die senkrechten Projectionen der beiden Punkte auf die 
Coordinatenaxen begrenzen auf denselben Stücke, die den 
Coordinaten dieser Punkte gleich sind. Es sind demnach: 

^-^i; y —Vi, 2 — z^. 
die senkrechten Projectionen der Verbindungslinie D der beiden 
durch ihre Coordinaten gegebenen Punkte. Nach Satz (1) 
kann man diese Projectionen auch ausdrücken durch: 
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D COS a y D cos ß , 2> cos y , 

wenn a, /J, y die Winkel bedeuten , die die Linie 7) mit den 
Coordinateuaxen bildet. Man hat daher: 

I)co8a = X — iC|, D cos ß = y — ^i, Dco8y = r — z, . 

Quadrirt man diese Gleichungen, so erhält mau durch Addir 
tion mit Bucksicht auf (3) die Gleichung (4). 

(5) ... Wenn ^ den Flächeninhalt einer begrenz- 
ten ebenen Figur und Ä, B, C die Flächeninhalte 
der senkrechten Projectionen derselben bedeuten 
auf die drei Coordinatenebenen, so ist: 

^2 ^ A2 + Ii^ + C\ 

Denn man hat nach (2): 

^ cos a = -4 ; ^ cos /S = 2f , -^ cos y = T , 

wenn cc, ß^y die Neigungswinkel der Ebene sind, in welcher 
die begrenzte Figur liegt, zu den Coordinatenebeuen. Quadrirt 
man aber diese Gleichungen und addirt sie, so erhält man 
mit Rücksicht auf (3) die Gleichung (5). 

Wenn man drei auf einander senkrecht stehende Ebenen 
durch irgend eine vierte schneidet, so schliessen die vier Ebe- 
nen eine dreiseitige rechtwinklige Pyramide ein. Von den 
sie begrenzenden Dreiecken nennt man das in der vierten 
Ebene liegende das Hypotenusendreieck , die drei anderen die 
Eathetendreiecke. Letztere sind die senkrechten Projectionen 
des Hypotenusendreiecks auf die drei auf einander senkrecht 
stehenden Ebenen. Man hat daher den Satz: 

„In einer dreiseitigen rechtwinkligen Pyramide ist das 
„ Quadrat des Hypotenusendreiecks gleich der Summe der 
„Quadrate der Eathetendreiecke '^ 

(6) . . . Wenn a, ß, y die Neigungswinkel sind, die 
eine gerade Linie im Räume mit den Coordinaten- 
axen bildet, a^, /3|, y, die entsprechenden Neigungs- 
winkel einer anderen geraden Linie, und v der Win- 
kel, den die beiden geraden Linien mit einander 
bilden, so ist: 

cos V = cos a cos a| -{- cos ß cos ß^ -{- cob y cos y, . 


«- 
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Da es sich nur um die Richtung der geraden Linien han- 
delt, so kann man annehmen, dass beide gerade Linien von 
dem Coordinatenanfangspunkt ausgehen. Trägt man auf jede 
derselben in der Richtung, in der sie die genannten Winkel 
mit den positiven Coordinaienaxen bilden, ein Stück gleich 
der Einheit auf und verbindet die Endpunkte dieser Stücke 
durch eine gerade Linie, so hat man nun ein gleichschenk- 
liges Dreieck. Das Quadrat der ungleichen Seite D dieses 
Dreiecks , deren Endpunkte die Coordinaten haben cos a, cos ß, 
cos y und cos a, , cos /3, , cos y^ , lässt sich in doppelter Weise 
ausdrücken. Einmal nach Satz (4) wie folgt: 

D'^ = (cos « — cos a^y -|- (cos ß — cos/3,)^ -|- (cos y — cos y^y 

das andere Mal durch die beiden Seiten des Dreiecks und den 
von ijinen eingeschlossenen Winkel v: 

Iß = 2 — 2cos v. 

Setzt man diese beiden Werthe von Iß einander gleich, so 
erhält man mit Rücksicht auf (3) die Gleichung (6). 

Quadrirt man die Gleichung (6) und zieht beide Seiten 
der Gleichung von der Einheit ab, so erhält man: 

sin^v =1 — (cos « cos a^ + ^^^ ß cos ß^ -\- cos y cos y^Y 

oder mit Rücksicht auf (3): 

sin^v = (cos^« + cos'/S -|- cos^y) (cos'a, + cos^/3, + cos^y,) 
— (cos a cos a, + cos/3 cos /3, + ^^s y cos y,)^, 

welche Gleichung sich leicht in die elegantere Form bringen 
lässt : 

(7) sin-i; = (cos ß cos y, — cos ßi cos yy 

+ (cos y cos «j — cos y, cos ay 
-\- (cos a cos /3, — cos a^ cos /3)^.*) 

*) So einfach auch die Transformation des rechten Theiles der vor- 
hergehenden Gleichung in den rechten Theil der Gleichung (7) ausgeführt 
werden kann, so wollen wir doch bemerken, dass sie ein ganz speciel- 
ler Fall eines allgemeinen, in der siebenten Vorlesung bewiesenen Deter- 
minanten-Satzes ist, der sich so aussprechen lässt: 

„Wenn 
4 = 2:±aSa|...<, B^2:±blb\ . . 6^ , C= i ± cj c} . . . c» 
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Alle Theile dieser Gleichung haben eine geometrische Be- 
deutung^ mit deren Berücksichtigung sich die tiieichung auch 
aas (5) herleiten lässt. 

Man denke sich zu diesem Zwecke ein Ehreieck in der 
o;^ Ebene ; dessen Spitze in dem Anfangspunkte des Coor- 
dinatensystemes liegt. Die Coordinaten der beiden anderen 
Ecken des Dreiecks seien x, y und -r,, y| . In dieser Voraus- 
setzung findet man den doppelten Inhalt ^ 2J des Dreiecks: 

(8) 2J^xy^—Xyy. 

Die senkrechte I^ojection des vorhin erwähnten gleich- 
schenkligen Dreiecks auf die xy Ebene ist ein Dreieck, dessen 
Spitze im Anfangspunkte des Coordinatensystemes liegt. Die 
Coordinaten der beiden anderen Ecken sind cosa, cos/3 und 
cos «j , cos /Jj . Es ist daher 2 C = cosa cos/S, — cosa, cos/J 
der doppelte Flächeninhalt dieses Dreiecks. Die doppelten 
Flächeninhalte 2 Ay 2Ii, 2C der senkrechten Projectionen 
des gleichschenkligen Dreiecks auf die drei Coordinatenebenen 
sind daher: 

2-4 = cos/S cosyi — cos/S^ cosy, 

2 B = cosy cos«, — cosy, cos«, 

2C= cosa cos/Jj — cosa, cos/J, 

während der doppelte Inhalt 2^ des glei/chschenkligen Drei- 
ecks selbst ist: « 

2 z/ = sin V . 

(9) . . . Den körperlichen Inhalt 77 einer dreiseitigen 
Pyramide zu bestimmen, wenn die Kanten r, r,, rj 
gegeben sind, die in einer Ecke der Pyramide zu- 


„nnd c^ =. a^bi + a'ib\ + . . . + a'^b^, 

„ 80 ist nicht allein : C ^^ A . B ^ 

„sondern auch: 

dC ^?A ?B . ^ dB j .dA dB 

^4 ?a% dbi """ ta\ dh\'^ ^ bal dh\ 

Der rechte Theil dieser letzten Gleichung geht nämlich über in die 
Summe von Quadraten ) aus welcher eben der rechte Theil der Glei- 
chung (7) besteht, wenn die Elemente a den entsprechenden Elementen 
h gleich werden. 
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sammenstosseiiy und die Winkel a, ^u^^ij die diese 
Kanten einschliessen. 

Der doppelte Inhalt der Grundfläche der Pyramide ^ ge- 
bildet Yon den beiden Kanten r, r, , die den Winkel a2 ein- 
schliessen, ist: 

rr| sina,- 

Die Höhe der Pyramide ist: 

r, sin a, sin A, 

wenn A der Neigungswinkel der beiden Seitenflachen der Pyra- 
mide ist, welche sich in der Kante r schneiden. Man hat 

daher : 

6 ZT = r r, rj sin -4 sin a, sin «5 . 

Es bleibt noch übrig, den Sinus des Neigungswinkels A 
der beiden Seitenflachen der Pyramide auszudrücken durch 
die Winkel a, a^^ a^. Zu diesem Zwecke beschreibe man um 
die in Rede stehende Ecke der Pyramide als Mittelpunkt eine 
Kugel mit dem Radius = 1. Auf der Kugeloberflache schnei- 
den die drei in dem Mittelpunkte der Fläche zusammenlaufen- 
den Seitenflächen der Pyramide ein sphärisches Dreieck ab/ 
dessen Seiten sind a, a^, a^, von denen die beiden letzteren 
a, und ttj den Winkel A einschliessen. Alsdann hat man: 

cosa = cosa, cosccj + sinaj sima^GO^A, 

Setzt man den durch diese Gleichung bestimmten Werth 
von cos^ ein in: 

677= rr^r^ sina^ sin^j K(l — cos^-4), 
so erhält man: 

/iA\ an 7/11 — cos^a — cos^a. — cos^a. 

(10) ... 677 = rr^r^Z/ { ^ 

^ f -f- Ä cos a cos aj cosaj 

Man kann diese Gleichung auch in folgende elegantere Form 
bringen : 


f I sm — ^—~ — - • sm 2 ^^ 

(ll)...6i7 = 2.rr,r,^ . 

' sm — ^- — - ' sm — ~ 


>f 


woraus man den bekannten Ausdruck für den doppelten In- 
halt eines ebenen Dreiecks erhält^ gebildet von den Seiten 
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^t ^\) ^2 7 ^^^^ luäi^ annimmt, dass diese Seiten unendlich 
klein und r «» r, =» rj = 1. Denn man hat unter dieser Vor- 
aassetzong eine dreiseitige Pyramide, deren Grundfläche das 
ebene' Dreieck und deren Höhe *= 1. 

Die angegebenen Ausdrücke für den ßfachen Inhalt der 
dreiseitigen Pyramide beweisen zugleich folgenden Satz: 

(12) . . . Zwei dreiseitige Pyramiden, welche zwi- 
schen denselben in einer Ecke zusammenstossen- 
den Kanten beschrieben werden, sind ihrem kör- 
perlichen Inhalte nach einander gleich, wenn das 
Produkt der drei Kanten in der einen Pyramide 
gleich ist demProduct der entsprechenden Kanten 
in der anderen Pyramide. 

(13) . . . Den körperlichen Inhalt einer dreiseitigen 
Pyramide zu bestimmen, deren Spitze in dem An- 
fangspunkte des Coordinatensystemes liegt, Wäh- 
rend die übrigen Ecken durch ihre Coordinaten 
gegeben sind. 

Wir beginnen die Auflösung dieser Aufgabe mit der Dar- 
stellung des Inhaltes jJ eines in der xy Ebene gelegenen Drei- 
ecks durch die Coordinaten seiner Ecken. Legt man in eine 
der Ecken des Dreiecks den Anfangspunkt eines neuen dem 
ersteren parallelen Coordinatensystems und bezeichnet in 
diesem die Coordinaten der beiden anderen Ecken des Drei- 
ecks mit (2^3 ^^^ (3^3; ^^ ^^^ ^^^ nach (8): 

Sind nun die gegebenen Coordinaten der drei Ecken des 
Dreiecks in dem ursprünglichen Coordinatensystem respective : 

so hat man: 

§2 = -4-2 — -d| , §3 = -A3 — A^ j 

n-i = ^2 — ^1 > ^3 = ^3 — ^1 • 

Setzt man diese Werthe in den für den doppelten Inhalt 
des Dreiecks angegebenen Ausdruck^ so erhält man: 

(14) ... 2z/ = (^^3--^3J?2) + {AJB,-A,B,) + {A,B^-A,B;). 
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Denkt man sich nun die von der Spitze auslaufenden 
Kanten der gegebenen dreiseitigen Pyramide durch eine der 
xyWoene parallele Ebene so geschnitten, dass diese Ebene 
eine neue Pyramide begrenzt von demselben körperlichen In- 
halte, als die gegebene, und nimmt an, dass die Ecken der 
neuen Pyramide die Coordinaten haben Ä^B^ Cj , A2B2C2, 
Ä^B^C^, wobei zu bemerken ist, dass: 

Ci == (aj = ^3, 

so hat man: 

6 J7 = (Ä^,-A,B.^ €,+ {A,B,-A,B^) C,+ {Ä,S,-A,B,) C, . 

Die drei von der Spitze ausgehenden Kanten der ge- 
gebenen Pyramide seien ^1 , ^2 ? ^3 ? ^^® ihnen entsprechenden 
Kanten der zweiten Pyramide seien q^, Q2y 9y Alsdann hat 
man folgende Relationen: 


^.-^:^- 

A- 


A- 


^^-n^- 

B, 


B,- 


c,-l[z,, 

C2 

es y 

c,- 

. ^3 V 


wenn' X^ T^ Z^ , Xg Y^ Z^ , X3 Y^ Z^ die Coordinaten der 
drei Ecken der gegebenen Pyramide bedeuten. 

Setzt man diese Werthe für die verschiedenen Grössen 
Aj J5, (7 in den gefundenen Ausdruck von 677 und berück- 
sichtigt, dass nach (12) ^1 ^2 ^3 = (>i P2 (^3^ ^^^ ^^® beiden 
Pyramiden der Voraussetzung nach gleichen Inhalt haben, so 
erhält man: 

(15) ... ^I1 = {X2Y.-X,Y^Z,-^(X,Y,~X,Y^Z, 

+ (-^1^2 — ^2 ^1)^3 • 

(16) . . . Den körperlichen Inhalt 77 irgend eines 
Tetraeders durch die Coordinaten der vier Ecken 
auszudrücken. 

Die Auflösung dieser Aufgabe ergiebt sich aus dem Vor- 
hergehenden. Denn wählt man ein Coordinatensystem dem 
vorigen parallel, in Rücksicht auf welches die Coordinaten 
der Spitze der dreiseitigen Pyramide sind x^ y^ z und die 
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Coordinaten der übrigen Ecken x^ y, j?, , x^ y^ z^ , ^3 J/a ^3 > so 
hat man folgende Relationen : 

Aj = X^ X y Aj = X2 X y A3 =^ J*3 X j 

(17) . . . r, = y, — y , r.^ = ^2 — »/ , 5'3 = y» — .»/ , 

Man braucht nur diese Wertbe (17) in (15) einzusetzen, 
um den gesuchten Ausdruck für den 6fachen Inhalt des Te- 
traeders zu erhalten, ausgedrückt durch die Coordinaten der 
vier Ecken: 0, 1, 2, 3. 

Um eine Einsicht in diesen weiten Ausdruck von 6 77 zu 
erhalten ; der vollständig entwickelt 24 Glieder umfasst, von 
welchen die eine Hälfte das positive^ die andere das negative 
Vorzeichen hat, gehen wir zurück auf den analog gebil- 
deten Ausdruck (14) fOr den doppelten Inhalt des Dreiecks. 
Derselbe ändert sein Vorzeichen, wenn man zwei Ecken des 
Dreiecks mit einander vertauscht. Daher giebt die Gleichung 
(14) nicLt den absoluten Werth des doppelten Inhaltes 2 z/ 
des Dreiecks, sondern sie giebt den doppelten Inhalt des 
Dreiecks mit dem positiven oder negativen Vorzeichen je 
nach der Bezeichnung der Ecken. Dasselbe gilt auch von 
(8) und (15). Dasselbe gilt auch von dem Ausdrucke des 
6fachen Inhalts des Tetraeders durch die Coordinaten der 
Ecken. Dieser Ausdruck ändert nämlich nur sein Vorzeichen, 
wenn man zwei von den drei Ecken 1 , 2, »^ mit einander ver- 
tauscht. Da die gelöste Aufgabe (16) aber eine symmetrische 
ist in Rücksicht auf alle vier Ecken des Tetraeders, so wird 
auch das Resultat ein symmetrisches sein müssen , in der Art, 
dass, was von zwei bestimmten Ecken gilt, auch für irgend 
zwei gelten muss. Vertauscht man also in dem erwäl inten 
Ausdrucke von 677 die Coordinaten irgend zweier von den 
vier Ecken des'^ Tetraeders, so ändert derselbe nur sein Vor- 
zeichen. 

Dieser Ausdruck von G77 ist ferner linear in Rücksicht 
auf die C-oordinaten des Punktes 1, ebenso in Rücksicht auf 
die Coordinaten des Punktes 2 oder 3. Obwohl er scheinbar 
von der dritten Ordnung ist in Rücksicht auf die Coordinaten 
des Punktes 0, so wird er in der Entwickelung auch in Rück- 
sieht auf diese Coordinaten linear sein müssen. Er ist also 
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linear in Rücksicht auf die Ooordinaten einer, gleichviel wel- 
cher, Ecke des Tetraeders.*) 

Denkt man sich die drei Ecken 1,2, 3 des Tetraeders 
gegeben, die Ecke aber variabel, so verschwindet 677 jedes 
Mal, wenn die variable Ecke in die durch 1, 2, 3 gelegte 
Ebene fällt. Umgekehrt wenn 677 verschwindet, so liegt die 
variable Ecke in der genannten Ebene. Es ist demnach: 

(18) .- 677 = 

der analytische Ausdruck, die Gleichung, der Ebene, die durch 
die drei gegebenen Punkte hindurchgeht, und umgekehrt, ist 
die genannte Ebene das geometrische Bild jener Gleichung. 
Die Gleichung jeder Ebene stellt sich hiernach als eine 
lineare dar in der Form: ^ 

(19) . . . . Äx + By + C0 + D = O. 

Es entsteht aber die Frage, ob auch jq,der Gleichung von 
dieser Form als geometrisches Bild derselben eine Ebene im 
Räume entspricht. Diese IVage würde man dadurch beant- 
worten können, dass man nachwiese, wie jeder lineare Aus- 
druck der Ooordinaten mit einem zu bestimmenden Factor 
multiplicirt sich, auf die angegebene Form 677 zurückführen 
lässt. Allein da der Ausdruck 677 nicht einfach genug ist, 
so werden wir den angedeuteten Weg zur Beantwortung der 
angeregten Frage verlassen, indem wir sie in der folgenden 
Vorlesung von einem anderen Gesichtspunkte aus wieder 
aufnehmen. 


' *) Die eigentliche Natur des Ausdruckes 6 71, welche in der ana- 
lytischen Geometrie allerdings von der grössten Bedeutung ist, lässt 
sich an dieser Stelle ohne weitere Hülfsmittel nicht darlegen; sie wird 
erst mit den Determinanten in der achten Vorlesung hervortreten. 
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Zweite Vorlesung. 
Die Ebene im Baume. 


Wenn man in irgend einem Punkte einer gegebenen 
Ebene auf derselben zwei gleich grosse Lothe nach den ent- 
gegengesetzten Seiten von der Ebene errichtet, so ist es eine 
charakteristische Eigenschaft eines beliebigen Punktes jy der 
Ebene ; dass die Entfernungen dieses Punktes von den End- 
punkten q, q der beiden Lothe einander gleich ^ind. Denn 
von keinem andern Punkte ausserhalb der Ebene gilt dasselbe. 
Drückt man daher diese Eigenschaft durch eine Gleichung 
aus, so wird man die Gleichung der Ebene haben. 

Der Kürze wegen kann man annehmen , dass der Punkt q' 
der Anfangspunkt sei des Coordinatensystemes, welches zum 
Grunde gelegt wird. In dieser Voraussetzung erhält man den 
Punkt q, indem man vom Anfangspunkt des Coordiuaten- 
systemes auf die gegebene Ebene ein Perpendikel fallt und 
dieses Perpendikel um sich selbst über die Ebene hinaus ver- 
längert. Der Endpunkt q dieser Verlängerung habe die Coor- 
dinaten a, hy c, der beliebige Punkt p der Ebene habe die Goor- 
dinaten Xy y, 0. Drückt man nun die Gleichung {pqy^^ipqY 
durch die gegebenen Goordinaten der Punkte nach (4) der 
ersten Vorlesung aus, so erhält man die Gleichung der Ebene: 

(!) ...x^ + y^ + z^= (x^ay + (y-6)' + {z-cy, 

welche auf folgende zurückführt: 

(2) ax+hy + c0-^-^+^^O. 

Man ersieht hieraus, dass jede Ebene durch eine lineare 
Gleichung, zwischen den Goordinaten eines beliebigen Punktes 
in ihr ausgedrückt wird. 

Es ist aber auch umgekehrt jede lineare Gleichung: 

(3) Ax + By + Cz + D~0 

der analytische Ausdruck einer Ebene im Räume. Diese Be- 
hauptung wird sich dadurch rechtfertigen, dass man nach- 
weiset, wie die Gleichung (3) auf die Form (2) gebracht werden 
kann. Denn da (2) wieder auf (1) zurückführt, so wird man 
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die auf (1) zurückgeführte Gleichung (3) als den Ausdruck jener 
charakteristischen Eigenschaft der Ebene auffassen können. 
Multiplicirt man die* Gleichung (3) mit einem noch un- 
bestimmten Factor fi und setzt die Coefficienten gleicher Va- 
riabein in den Gleichungen (2) und (3) einander gleich, so 
erhält man folgende vier. Gleichungen zwischen den vier Un- 
bekannten fiy a, bj c: 

woraus man durch Auflösung nach den Unbekannten erhält: 

_ —22) 

_ —2DA 
^~ A^+B*+C^^ 

^ "" A*+B-'+ C ' 
— 2DC 




A^+B'+ O« 


Hiemach führt die mit dem Factor fi multiplicirte Gleichung 
(3) zurück auf (2), in welcher a, 6, c die angegebenen Werthe 
habpn, und die Gleichung (2) schliesslich auf (1). 

Die Gleichung (3) mit den willkürlichen Constanten Ä, 
B, Cy D wird die allgemeine Form der Gleichung 
einer Ebene genannt zum Unterschiede von der zunächst 
folgenden, die in vielen Fällen grosse Vortheile gewährt. 

Auf die eben angedeutete Form gelangt man , wenn man 
in (2) statt der Coordinaten des Punktes g'die Winkel a, ß, y 
einführt, welche das vom Anfangspunkt des Coordinaten - 
systemes gefällte Loth mit den Coordinaten axen bildet, und 
den senkrechten Abstand ö der Ebene von dem Coordinaten- 
anfangspunkt. Projicirt man zu diesem Zwecke die Verbin- 
dungslinie des Coordinatenanfangspunktes und des Punktes q 
auf die Coordinatenaxen , so erhält man die Coordinaten des 
Punktes q, oder nach (1) der ersten Vorlesung: 

a = 2dcosa, b = 2dcosßy c = 2ö cosy. 

Setzt man diese Werthe von a, &, c in (2), so erhält man 
mit Rücksicht auf (3) der ersten Vorlesung: 

(4) X cos« -j- y cos/3 -(- cosy — tf = 0. 
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Diese Form der Gleichung wird die Normalform der 
Gleichung der Ebene genannt. In ihr bedeuten a,ßyy 
die Winkel, welche die Normale der Ebene mit den Coordi- 
natenaxen oder^ was dasselbe ist^ die Winkel^ welche die 
Ebene mit den Coordinatenebeuen bildet, und d den senk- 
rechten Abstand der Ebene von dem Coordinatenaufangspunkt, 
der immer positiv angenommen wird. 

(5) . . . Die gegebene Gleichung einer Ebene in der 
allgemeinen Form ist zurückzuführen auf die Nor- 
malform, oder^ was dasselbe ist; die Winkel sind 
zu bestimmen, welche die Normale der Ebene mit 
den Coordinatenaxen bildet, und der senkrechte 
Abstand der Ebene von dem Coordinatenanfangs- 
punkt. 

• 

Wenn (3) und (4) die Gleichungen derselben Ebene sind, 

so können diese Gleichungen sich nur durch einen Factor von 

einander unterscheiden. Multiplicirt man daher die Gleichung 

(3) mit einem Factor ft, so wird sich derselbe so bestimmen 

lassen, dass die Gleichungen (3) und (4) Glied für Glied 

übereinstimmen. Man hat daher: 

ftJL=:cosa, nB = cosß , iiC^^^cosy, f*2? = — d. 

Aus diesen vier Gleichungen kann man mit Zuziehung 
der bekannten Gleichung cos^a -|- cos*^ -f- cosV =1 die 5 
Unbekannten a, ß, y, d, ii berechnen und erhält: 

A 

cos« = ,^ - - y 

cosp = 


C 
cosy = -----, 9 

±y(A*+B^+cty 


±yiA*+B^+C*) 

Da 4 in der Gleichung (4) als eine positive Grosse betrach- 
tet wird, so hat man der Quadratwurzelgrosse y{Ä'^'\-B^-\-C'^) 

Hesse, analyt. Gcoinetrie d. Baumes. 2. Aufl. 2 
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in allen Formeln das entgegengesetzte Vorzeichen von D zu- 
zuertheilen. Zu bemerken ist hier noch der Factor 

1 

durch welchen die allgemeine Form (3) der Gleichung der 
Ebene auf die Normalform (4) zurückgeführt wird. 

Man kann noch folgende Form der Gleichung einer Ebene 
hervorheben : 

(6) . . iL + i: + i-_i = o, 

die bemerkenswerth ist wegen der einfachen Bedeutung der 
Constanten m, n, p in ihr. Man erkennt nämlich leicht^ dass 
diese Grössen die von der Ebene auf den Coordinatenaxen 
abgeschnittenen Stücke ausdrücken. 

Da nach (5) die allgemeine Form der Gleichung einer 
Ebene, unter welcher auct die Form (6) begriflFen ist, sich 
auf die einfachste Weise auf die Normalform zurückführen 
lässt, so kann man, ohne der Allgemeinheit der Betrachtungen 
Eintrag zu thun, letztere als die gegebene betrachten, wie 
in folgender Aufgabe: 

(7) . . . Den senkrechten Abstand z/ eines durch 
seine Coordinaten X, T, Z gegebenen Punktes P 
von einer durch ihre Gleichung in der Normalform 
gegebenen Ebene zu ermitteln. 

Da man den senkrechten Abstand des Coordinatenanfangs- 
punktes von der Ebene nach (5) ^unter allen Umständen als 
positiv zu betrachten hat, so wird der senkrechte x4.bstand 
eines Punktes von der gegebenen Ebene positiv oder negativ 
sein, je nachdem dieser Punkt mit dem Coordinatenanfangs- 
punkt auf derselben Seite der Ebene , oder auf der entgegen- 
gesetzten liegt. Nimmt man daher, um einen bestimmten 
Fall vor Augen zu haben, an, dass der Punkt P mit dem 
Coordinatenanfangspunkt auf derselben Seite der durch ihre 
Gleichung: 

X cos « + y cos /3 + j? cos y — d = 

gegebenen Ebene liege, und legt eine Ebene parallel der ge- 
gebenen durch den Punkt P, so wird ihre Gleichung: 
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a: cos a + y cos ß -}- JS cos y — i' = 0, 

indem ö' den senkrechten Abstand dieser Ebene von dem 
C/Oordinatenanfangspunkt bedeutet; und da der Punkt P in 
ihr liegt, so hat man: 

X cos a + r cos /J + Z cos y — *' = O; 

Der senkrechte Abstand jJ des Punktes P von der Ebene ist: 

z/ = # — »'. 
Setzt man in diese Gleichung für 8' den Werth aus der vor- 
hergehenden, so erhält man: 

— jJ = Xco8a'\'Tcosß-]'Zco6y — 8. 
Dieses Resultat lässt sich in Worten also wiedergeben: 

(8) . . . Wenn man den linken Theil einer in der Nor- 
malform (4) gegebenen Gleichnng einer Ebene von 
ihrem rechten Theile, der =0 ist, trennt, so drQckt 
jener den negativen senkrechten Abstand des durch 
die Coordinaten x,y,e gegebenen Punktes von der 
Ebene aus. 

Darauf gestützt kann man die Bedingung leicht angeben, 
unter welcher ein Punkt p von zwei gegebenen Ebenen gleich 
weit absteht. Denn bezeichnet man mit den Symbolen A und 
J., die Ausdrücke: 

(9) . . . . ^ ^ a: cos a ••\' y cos ß + je? cos y — * , 

-4, ^ 0? cos «, + y coB ^, 4" ^ cos y, — tf, , 

so sind — A und — ^, die senkrechten Abstände des durch 
die Coordinaten Xy y, z gegebenen Punktes p von den beiden 
gegebenen Ebenen A =^0 und A^ ^^0. Mithin ist: 

(10) : . . . A — A^^O 

die gesuchte Bedingung. Dieses ist aber die Gleichung einer 
Ebene. Daher beschreibt der Punkt p, dessen senkrechte Ab- 
stände von zwei gegebenen Ebenen gleich sind, wieder eine 
Ebene. Nun weiss man aber, dass der geometrische Ort des 
Punktes p die Ebene ist, welche den Neigungswinkel halbirt, 
den die gegebenen Ebenen mit einander bilden. Mithin ist 
die Gleichung (10) die Gleichung dieser Halbirungsebene. 
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Ebenso erhält man die Bedingung für den Punkt py dessen 
senkrechte Abstände von den beiden gegebenen Ebenen gleich, 
aber von entgegengesetztem Vorzeichen sind: 

(11) J. + J., =0. 

Dieses ist die Gleichung derjenigen Ebene, welche den 
zweiten von den gegebenen Ebenen gebildeten Neigungswinkel 
halbirt. Die beiden Ebenen (10) und (11) stehen auf einander 
senkrecht. Man braucht daher nur die Gleichungen zweier 
Ebenen auf diese Form zurückzuführen, um dadurch nachzu- 
weisen, dass die Ebenen in einem vorliegenden Falle auf 
einander senkrecht stehen. Die gemachten Bemerkungen fassen 
wir aber als Satz also: 

(12) . . . Wenn A = und Ay = die Gleichungen 
zweier gegebenen Ebenen in der Normalform sind, 
so sind J. — JLj = und A-\- A^=0 die Gleichungen 
der Ebenen, welche die Neigungswinkel der gege- 
benen Ebenen halbiren. 

Die Gleichungen der beiden Ebenen (10) und (11), welche 
durch die Schnittlinie der beiden gegebenen Ebenen ^ = 
imd A^ = hindurchgehen, sind zusammengesetzt aus diesen 
beiden Gleichungen. Diese Bemerkung lässt sich erweitern 
durch folgenden Satz: 

(13) . . . Wenn zwischen den Gleichungen dreier 
Ebenen in irgend einer Form ü = 0, f7, = 0, TJ^^ 
die Identität obwaltet: 

so schneiden sich die drei Ebenen in einer und der- 
selben geraden Linie. 

Denn auf Grund dieser Identität verschwindet CTj für alle 
Werthe der Variabein, welche den Gleichungen U=0 und 
J7j = zugleich genügen, das ist für die Coordinaten aller 
Punkte in df*r Schnittlinie der beiden Ebenen U = und 
J7j = 0; welches eben beweiset, dass sämmtliche Punkte der 
Schnittlinie in der Ebene Uo = liegen. 
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Dehnt man diesen Satz noch weiter aus, so erhalt man 
folgenden : 

(14) . . . Wenn zwischen den fileichungen von vier 
Ebenen in irgend welcher Form Z7==0, U^ =0, 
ZJj = 0, CTß = die Identität stattfindet: 

]cU+k,U, + Ä-, U, + k, U, = 0, 

so schneiden sich die vier Ebenen in einem und 
demselben Punkte. 

Für die Coordinaten des Schnittpunktes der drei Ebenen 
U = Oy Z7j=:0, 1/2 = werden diese Gleichungen zugleich 
erfüllt. Setzt man die Werthe dieser Coordinaten in die Iden- 
titat, so sieht man^ dass auch der Gleichung U^ »^ genügt 
wird^ das heisst^ der Schnittpunkt liegt in der Ebene U^^ssQ, 

Die beiden letzten Sätze lassen sich auch umkehren^ wie 
folgt: 

(15). . .Wenn U=Oy f/, = 0, ü, = die Gleichungen 
von drei Ebenen sind, welche sich in einer und 
derselben geraden Linie schneiden, so lassen sich 
immer drei Gonstanten k der Art bestimmen^ dass 
man identisch hat: 

kU+k^üi+k^U^ = 0. 

Es ist nämlich nach (13) kU -{- k^ L\ *= die Gleichung 
einer Ebene ^ welche durch die Schnittlinie der Ebenen U =0 
und I7| = geht; mögen die Constanten k, k^ irgend welche 
Werthe haben. Diese Constanten lassen sich nun so bestim- 
men, dass die genannte Ebene durch einen gegebenen Punkt 
der Ebene CT, = geht. Mit dieser Bestimmung fallen aber 
die Ebenen kU -\- k^U^ =« und [7^ = zusammen , was 
eben die identische Gleichung in (15) analytisch ausdrückt. 

(16) . . . Wenn CT = 0, 11^=0, ü, — 0, U^ = die 
Gleichungen von vier Ebenen sind, welche sich in 
einem und demselben Punkte schneiden, so lassen 
sich immer vier Constanten k der Art bestimmen, 
dass man identisch hat: 

Ä ?7+ Äi CT, + Jfcj 172 + ^3 173 = 0. 
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Nach (14) ist 1cU+ Jc^ TJ^ + \U^ = () mit den drei wiUkür- 
lichen Constanten Tc die Gleichung einer Ebene, welche durch 
den Schnittpunkt der drei Ebenen U=Oy U^=0, ?72==0 
geht. Die willkürlichen Constanten lassen sich nun so be- 
stimmen», dass die genannte Ebene durch zwei gegebene 
Punkte der Ebene U^ = geht. Dann fallen aber die Ebenen 
JcU -\- Ic^Ui -\- k2U2 = und U-^ = ih eine zusammen, 
wofür die identische Gleichung in (16) der analytische Aus- 
druck ist. 

Die Sätze (13) und (14) bieten die Mittel, auf eine leichte 
Art nachzuweisen, dass gewisse Ebenen sich in einer und 
derselben geraden Linie schneiden, oder dass gewisse Ebenen 
durch einen und denselben Punkt hindurchgehen, wie dieseä 
in den folgenden Betrachtungen hervortreten wird. 

Es seien die Gleichungen von irgend drei Ebenen in der 
Normalform gegeben: 

Äq = 0, ^1 = 0, ^2 = 0. 

Diese Ebenen zertheilen den Raum in 8 Fächer, von welchen 
wir das Fach ins Auge fassen wollen, in welchem der Coor- 
dinatenanfangspunkt liegt. Die Halbirungsebenen der Nei- 
gungswinkel von je zwei Ebenen in dem Fache stellen sich 
nach (12) also dar: 

A-i — A.2 = 0, A.2 — A.Q = 0, Aq — A-i = 0. 

Da die Summe der linken Theile dieser Gleichungen iden- 
tisch gleich ist, so folgt hieraus nach (13), dass die sie 
darstellenden drei Ebenen sich in einer und derselben geraden 
Linie schneiden. 

Um diesem Satze eine bequemere Fassung zu geben , be- 
schreibe man eine Kugel um den Schnittpunkt P der gege- 
benen drei Ebenen als Mittelpunkt mit dem Radius = 1 , und 
projicire die 6 Ebenen auf die Kugeloberfläche. Die drei 
gegebenen Ebenen, welche ein bestimmtes Fach bilden, schnei- 
den dann auf der Kugeloberfläche ein sphärisches Dreieck ab, 
und die Projectionen der drei anderen Ebenen auf die Kugel- 
oberfläche, welche die Winkel des Dreiecks halbiren, haben 
nach dem Vorhergehenden die Eigenschaft, welche der fol- 
gende Satz angiebt: 
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Die grössten Kreise; welche die Winkel eines 
sphärischen Dreiecks halbiren, schneiden sich in 
einem und demselben Punkte. 

Wenn man annimmt ^ dass das sphärische Dreieck nur 
einen unendlich kleinen Theil der Kugeloberfläche umfasse^ 
so kann man dasselbe als ein ebenes betrachten und den an- 
gegebenen Satz auf ein ebenes Dreieck übertragen. 

Die Gleichungen der drei Ebenen , welche die äusseren 
Neigungswinkel des Faches halbiren^ sind nach (12): 

^, + ^2 = 0, ^2 + ^ = 0, ^ + ^,=0. 

Stellt man die linken Theile der beiden ersten Gleichungen 
zusammen mit dem linken Theile der dritten vorhin ange- 
gebenen Gleichung; so bemerkt man, dass: 

{A, + Aj) - {A, + ^) + (^ _ A,) - 0, 

woraus ; wie vorhin, durch Uebertragimg auf die Kugelober- 
fläche der Satz hervorgeht: 

Die Halbirungslinien zweier äusseren und des 
dritten inneren Winkels eines sphärischen Drei- 
ecks schneiden sich in einem und demselben Punkte. 

Dieser Satz ist von dem vorhergehenden eigentlich nicht 
verschieden. Denn betrachtet man das sphärische Dreieck, 
welches von den Verlängerungen zweier Seiten und der drit- 
ten Seite des gegebenen Dreiecks gebildet wird, so sind die 
Halbirungslinien der inneren Winkel dieses Dreiecks die Hal- 
birungslinien zweier äusseren und eines inneren Winkels des 
gegebenen Dreiecks. Man kann ihn aber auch auf die Ebene 
übertragen, in welchem Falle er in der That eine neue Eigen- 
schaft des Dreiecks erkennen lässt. 

Betrachten wir endlich die durch die folgenden vier Glei- 
chungen analytisch dargestellten Ebenen: 

A + ^, + ^2 = 0, 

-A + ^, + ^ = 0, 

A^ — -4| -f- -4-2 = 0, 

-^0 "f" -^1 — A2=^ 0, 
so ist aus (14) ersichtlich, dass diese vier Ebenen sämmtlich 
durch den Funkt P gehen. Die erste von diesen Ebenen geht 
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nach (13) durch die Schnittlinie von Äq==0 und Ä^-\- Ä^ = 0, 
ebehso durch die Schnittlinie von Ä^ =0 und Ä^-j- Äq = 
und die Schnittlinie von J.2 = und J.^ + J., = 0. Es ist 
also eine bemerkenswerthe Eigenschaft dieser drei Schnitt- 
linien, dass sie auf einer und derselben Ebene liegen. Ebenso 
liegen auf der zweiten Ebene die Schnittlinien der Ebenen- 
paare Äq = und J.| -|- J.2 = 0, J., = und A2 — Äq = 0, 
A2 = und Äq — Ä^ = 0. Die analogen Eigenschaften der 
beiden letzten Ebenen ergeben sich hiernach von selbst, 
üebertragen, wie vorhin, auf die Kugeloberfläche, drücken 
diese Eigenschaften folgende Sätze aus: 

Die Halbirungslinien der drei äusser-en Winkel 
eines sphärischen Dreiecks schneiden die gegen- 
überliegenden Seiten des Dreiecks in drei Punkten, 
welche in einem grössten Kreise liegen. 

Die Halbirungslinien zweier inneren Winkel 
und des dritten äusseren Winkels eines sphärischen 
Dreiecks schneiden die gegenüberliegenden Seiten 
in drei Punkten, die auf einem grössten Kreise 
liegen. 

Diese Sätze kann man wieder auf das ebene Dreieck 
übertragen. 

Sätze auf der Kugeloberfläche lassen sich leicht verdop- 
peln durch Anwendung eines Principes, welches wir das Prin- 
cip der Kugel nennen wollen und welches sich stützt auf 
die Bemerkungen: 

(17) . . . Die Pole der grössten Kreise auf der Kugel- 
oberfläche, welche sich in einem und demselben 
Punkte schneiden, liegen auf einem grösstenKreise, 
und die grösstenKreise, deren Pole auf einem und 
demselben grössten Kreise liegen, schneiden sich 
in einem Punkte. DerBogen eines grössten Kreises, 
der die Pole zweier grössten Kreise verbindet, ist 
gleich dem Neigungswinkel der beiden grössten 
Kreise. 

Denn beschreibt man zu einer auf der Kugeloberfläche 
gegebenen Figur die Polarfigur, weiche entsteht, indem man 
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für jeden grössten Kreis der gegebenen Figur den Pol und 
für jeden Punkt der gegebenen Figur den grössten Kreis 
nimmt ^ dessen Pol der Punkt ist, so werden Eigenschaften 
der gegebenen Figur nach den gemachten Bemerkungen ent- 
sprechende Eigenschaften der Polarfignr zur Folge haben. 
Da aber die Polarfigur der Polarfigur wieder die gegebene 
Figur ist; so braucht man nur die Polarfigur als gegeben zu 
betrachten und die entsprechenden Eigenschaften au ihrer 
Polarfigur nachzuweisen , tmi den Beweis der Eigenschaften 
der gegebenen Polarfigur zu führen. 

Nach diesem Uebertragungsprincip ergeben sich aus den 
angegebenen vier Sätzen auf der Kugeloberfläche folgende: 

DieHalbirungspunkte derComplemente der Sei- 
ten eines sphärischen Dreiecks liegen auf einem 
grössten Kreise. 

DieHalbirungspunkte zweierSeiten eines sphä- 
rischen Dreiecks und der Halbirungspunkt des 
Complementes der dritten Seite liegen auf einem 
grössten Kreise. 

DieVerbindungskreise derMittelpunkte derSei- 
ten eines sphärischen Dreiecks mit den gegenüber- 
liegenden Ecken schneiden sich in einem Punkte. 

Die Yerbindungskreise der Mitten der Comple- 
mente zweier Seiten des sphärischen Dreiecks mit 
den gegenüberliegenden Ecken und der Verbin- 
dungskreis der Mitte der dritten Seite mit der 
gegenüberliegenden Ecke schneiden sich in einem 
Punkte. 

Von diesen vier Sätzen der Kugeloberfläche lässt sich nur 
der vorletzte in der oben angedeuteten Weise auf das ebene 
Dreieck übertragen. 

Um die angestellten Betrachtungen zu erweitem , nehme 
man an^ dass die Seitenflächen eines Tetraeders durch ihre 
Gleichungen in der Normalform gegeben seien: , 

^0 = 0, -4, =0, A^ = 0, A^^O. 
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Unter der Voraussetzung^ dass der Coordinatenanfangs- 
punkt innerhalb des Tetraeders liege, sind dann die Glei- 
chungen der, die Neigungswinkel der Seitenflächen halbiren- 
den, Ebenen: 

-4q — A^ = 0, A^ — A2 = Oy A^ — A^ = 0, 

A^ A2== Oy A^ A^= Oy 

Aq A^ = Oy 

und die Gleichungen der, die äusseren Neigungswinkel hal- 
birenden, Ebenen: 

A + ^i.= 0, ^1 + ^2 = 0, ^2 + ^3 = 0, 

A + ^ = 0, A,'+A, = Oy 
A + ^3 = 0, 

Da aus den drei in der ersten Horizontalreihe aufgeführten 
Gleichungen die drei übrigen des ersten Systemes folgen, so 
hat man nach (14) den Satz: 

Die 6 Halbirungsebenen der Neigungswinkel 
der Seitenflächen eines Tetraeders schneiden sich 
in einem und demselben Punkte. 

Es ist dieser Punkt der Mittelpunkt der dem Tetraeder 
einbeschriebenen Kugel. 

Es schneiden sich aber auch folgende Ebenen in einem 
und demselben Punkte: 

A,^A, = 0, ^ + ^3 = 0, 

A,-A2 = 0, A,+A, = 0, 

^2 — A = 0; A + A = 0, 
woraus der Satz entspringt: 

Die Halbirungsebenen der Neigungswinkel der 
drei Seitenflächen eines Tetraeders, welche eine 
Ecke bilden, und die Halbirungsebenen der drei 
gegenüberliegenden äusseren Neigungswinkel der 
Seitenflächen schneiden sich in einem und demsel- 
ben Punkte. 

Dieser Punkt ist der Mittelpunkt der äusseren Berührungs- 
kugel des Tetraeders. 
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Die 16 aufgeführten Ebenen bilden eine Figur im Räume, 
an der sich mit Hülfe der Sätza (13) und (14) auf dem au- 
gedeuteten Wege leicht noch andere Eigenschaften entdecken 

lassen. 


Dritte Voriesung. 
Ebenen im Baume. 


Wenn man durch die Schnittlinie zweier, durch ihre Glei- 
chungen in der Normalform gegebenen, Ebenen 0, 1: 

(1) -4o = 0, ^, = 

und durch einen Punkt P/ dessen senkrechte Abstände von 
den beiden Ebenen sich verhalten wie die gegebenen (^rossen 
a^ : a,; eine Ebene legt; so theilt jeder Punkt dieser Ebene 
mit dem Punkte P die Eigenschaft^ dass die senkrechten Ab- 
stände sich wie die gegebenen Grossen verhalten. 

Die Bedingung, dass die senkrechten Abstände — A^ und 
— yl, eines durch die Goordinaten x, y, e bestimmten Punktes 
von den gegebenen Ebenen 0, 1 sich verhalten, wie ^Iq : a, : 

(2) :^ — 4« = 

wird hiemach die Gleichung jener durch die Schnittlinie ge- 
legten Ebene sein. 

Verändert man die Lage des Punktes P nach Belieben, 
so dreht sich die Ebene um die Schnittlinie, und erhält nach 
und nach alle Lagen, die eine durch jene Schnittlinie gelegte 
Ebene annehmen kann. Die Gleichung (2) stellt also jede 
beliebige Ebene 2 dar , die durch die Schnittlinie der Ebenen 
und 1 hindurchgeht. Sie erhält die Gestalt: 

(3) Ä,-XA,=0, 

wenn man setzt A = *^; und dieser Factor X hat in der Vor- 

aussetzung, dass (20) und (21) die Neigungswinkel bedeuten, 
welche die Ebene 2 mit und 1 bildet^ die geometrische Be- 
deutung: 
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(4) ^-'^l 

^ ^ Sin (21) 

Eine andere Ebene 3, die ebenfalls durch die Schnitt- 
linie der Ebenen und 1 hindurchgeht, hat zur Gleichung: 

(5) Ä,-iiÄ,=0. 

Das Verhältniss: 

.n\ ^ sin (20 ) ^ sin (30) 

W ^ — 5^721) * sin(31) 

zwischen den Sinus der Neigungswinkel heisst das anhar- 
raonische Verhältniss des Ebenenpaares 2 und 3 zudem 
Ebenenpaare und 1. 

Allgemeiner stellen sich die Gleichungen von vier Ebenen, 
die sich in einer und derselben geraden Linie schneiden, 
also dar: 

(7).... Fo = 0, Fi = 0, Fo-ZF, = 0, V^-mV^^O, 

wenn man annimmt, dass die beiden ersten Gleichungen in 
der allgemeinen Form gegeben seien. Um das anharmonische 
Verhältniss zu finden, braucht man nur die beiden ersten Glei- 
chungen auf die Normalform zurückzuführen, indem man setzt : 
Vq = QqA^, V^ = Q^Ä^y wodurch die angegebenen vier Glei- 
chungen übergehen in: 

^ = 0, ^-1 = 0, 4, — Z^Mi = 0, ÄQ — m^-^Äi=0 

und woraus sich das ffesuchte anharmonische Verhältniss — 

® m 

ergiebt. 

Noch allgemeiner ist die folgende Aufgabe: 

(8) . . . Gegeben sind die Gleichungen von vier Ebe- 
nen, die sich in einer und derselben geraden Linie 
schneiden, in der Form: 

das anharmonische Verhältniss des letzten Ebenen- 
paares zu dem ersten zu bestimmen. 

Setzt man Uq—XUi = F^,, U^ — iiTJ^ = Fj, und drückt Uf^ 
und Z7, durch Vq und Vy aus, so stellen sich die gegebenen 
vier Gleichungen in der Form (7) dar, woraus das gesuchte 

anharmonische Verhältniss — erhalten wird: 
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(9) ~ t ■ : ^~'*' . 

Das anharmonische Verhältniss wird zu einem harmo- 
nischen Verhältnisse wenn dasselbe den Werth — 1 an- 
nimmt. Man erhält daher die Bedingung , welche zu erfüllen 
isty wenn zwei Paare Ebenen ^ die durch dieselbe gerade Linie 
gehen, harmonische Ebenenpaare sein sollen, aus (6): 

ftry. Bin (20) , sin (30) ^ 

^^^^ ßin(21) "T" Bin(3l) ~ ^' 

oder, wenn die Gleichungen der Ebenen in der Form (7) ge- 
geben sind, m = — ?; weshalb sich die Gleichungen von zwei 
harmonischen Ebenenpaaren darstellen in der Form: 

(11) ... Fo = 0, F,=0; 7,-ir,=0, V, + lV^~0. 

Man erkennt hieraus, dass von zwei harmonischen Ebe- 
nenpaaren drei Ebenen , die durch dieselbe gerade Linie gehen, 
beliebig gewählt werden können, dass durch sie aber die 
vierte harmonische Ebene bestimmt ist. Nimmt man an , dass 
das erste Ebenenpaar gegeben sei, dass die dritte Ebene aber 
sich um die Schnittlinie der beiden ersten drehe, so kann man 
sich durch Discussion der Gleichung (10) für specielle Fälle 
leicht eine Vorstellung bilden von der Lage von zwei har- 
monischen Ebenenpaaren zu einander. Halbirt zutd Beispiel 
die dritte Ebene den Neigungswinkel des gegebenen Ebenen- 
paares, so halbirt die vierte harmonische Ebene den anderen 
Winkel, den das gegebene Ebenenpaar einschliesst. Nähert 
sich die dritte Ebene einer der gegebenen Ebenen, so dass 
sie nahezu mit ihr zusammenfällt, so fUUt auch die vierte 
harmonische Ebene nahezu mit ihr zusammen. 

Sind die Gleichungen von zwei Ebenenpaaren, welche 
durch dieselbe gerade Linie gehen, in der Form (8) gegeben, 
80 erhält man die Bedingung, dass diese beiden Ebenenpaare 
harmonisch seien, indem man den Ausdruck (9) gleich — 1 
setzt; woraus die Bedingungsgleichung für zwei harmonische 
Ebenenpaare (8) hervorgeht: 

(12) Afi-i(A-ffi)(A, + ftO + ^if*i = 0. 

Auch diese Gleichung liefert den Beweis , dass von zwei 
harmonischen Ebenenpaaren drei Ebenen die vierte unzwei- 
deutig bestimmen. 
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Da durch ein gegebenes Ebenenpäar das ihm zugeordnete 
harmonische Ebenenpaar nicht vollständig bestimmt ist^ so 
werden zwei gegebene Ebenenpaare dazu erforderKch sein, 
was die Auflösung der folgenden Aufgabe bestätigen wird. 

(13) . . . Dasjenige Ebenenpaar zu bestimmen, wel- 
ches harmonisch ist zu zwei Paar Ebenen, die sich 
in derselben geraden Linie schneiden. 

Es seien die Gleichungen der beiden gegebenen Ebenenpaare : 
üo — Ao?7i=0, J7o~A,J7, = 0, 

und die Gleichung des gesuchten Ebenenpaares: 

Dieses letztere ist harmonisch zu jedem der' gegebenen Ebenen- 
paare unter folgenden Bedingungen: 

^f* — i (^ + ^) (^o+/*o) + Kn = 0, 

Da in diese Gleichungen das Product Aft und die Summe 
A+ft der Unbekannten in linearer Weise eingehen, so kann 
man ihre Werthe unzweideutig berechnen, und daraus eine 
quadratische Gleichung bilden, deren Wurzeln die Unbekann- 
ten selbst sind. 

Die angestellte Untersuchung lehrt, dass es immer ein 
bestimmtes Ebenenpaar giebt, welches harmonisch ist zu zwei 
gegebenen Ebenenpaaren, die durch dieselbe gerade Linie 
gehen. Dieses Ebenenpaar ist reell oder imaginär, je nach- 
dem die Wurzeln der erwähnten quadratischen Gleichung reell 
oder imaginär sind. 

Drei -Paare Ebenen, welche durch dieselbe gerade Linie 
gehön, bilden eine Involution, wenn ein viertes Ebenen- 
paar gefunden werden kann, welches harmonisch ist zu jedem 
der drei Ebenenpaare. 

Zwei gegebene Ebenenpaare, die durch dieselbe gerade 
Linie gehen, bestimmen, wie man gesehen hat, dasjenige 
Ebenenpaar, welches harmonisch ist zu jedem der gegebenen 
Ebenenpaare. Ein drittes zu dem letzteren harmonisches Ebe- 
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nenpaar wird also mit den beiden gegebenen eine Inyolution 
bilden. Da aber von diesem dritten £benenpaare eine Ebene 
beliebig durch jene gerade Linie gelegt werden kann; wodurch 
erst die andere bestimmt ist, so sieht man, dass von drei 
Ebenenpaaren der Involution fünf durch eine und dieselbe ge- 
rade Linie gehende Ebenen beliebig gewählt werden können, 
dass die sechste aber durch sie bestimmt ist. 

Zwischen drei Paaren Ebenen, welche durch dieselbe ge- 
rade Linie gehen, wird daher eine Bedingungsgleichung statt- 
finden müssen , wenn die Ebenenpaare eine Livolution bilden 
sollen. 

(14) ... Es sind die Gleichungen von drei Paar 
Ebenen gegeben^ welche durch dieselbe gerade 
Linie gehen: 

^-■^0^1=0, Fo-A,F,=0, Fo-A,F, = 0, 

Fo-<toF,=0, F«-^,F, = 0, Fo-p,F, = 0, 

die Bedingung anzugeben, unter welcher diese drei 
Ebenenpaare eine Involution bilden. 

Bilden die angegebenen drei Ebenenpaare eine Involu- 
tion, so hat man nach der Definition ein Ebenenpaar: 

welches zu jedem derselben harmonisch ist; was zutrifft unter 
den Bedingungen: 

iH-{ (A+fi) (^+<*o) + A«f«« = 0, 
Afi - i(A+^) (A,+^) + A,^ =0, 

Eliminirt man aus diesen Gleichungen Aft und A-|-ft, welche 
linear darin vorkommen, so erhält man die gesuchte Be- 
dingungsgleichung, der man folgende Form geben kann: 

(I5)...(A,-^,)(*i-*»2)(V-/»«)+(f»»- ^.)(»»i-'l2)(*»--*o) = 0.*) 


*) Die angegebene Form (15) der Bedingungsgleichung der Involution 
kann man durch Rechnung leicht verificiren. Es ist diese Art der Veri- 
fication allerdings nur ein Nothbehelf. Wir werden deshalb nach der 
Vorbereitung weiterer analytischer Hülfsmittel durch die siebente Vor- 


32 . Dritte Vorlesung. 

Wenn man in dieser Gleichung setzt Aq =^ ft^ = A und 
zugleich ^2 = 1*2 = f* setzt, so geht dieselbe in die Be- 
dingungsgleichung für vier harmonische Ebenen über, welche 
man erhält, wenn man das anharmonische Verhältniss (9) 
gleich — 1 setzt. Aus dieser Bemerkung fliesst der Satz: 

Wenn von drei Ebenenpaaren der Involution 
das eine Ebenenpaar mit einer Ebene, ein zweites 
Ebenenpaar mit einer zweiten Ebene zusammen- 
fallen, so ist das dritte Ebenenpaar der Involution 
harmonisch zu den beiden Ebenen. 

Jede drei Paare Ebenen, welche durch dieselbe gerade 
Linie gehen, lassei) sich analytisch auch so darstellen: 

^1 = 0, ^0— ft^J., =0, ÄQ—^^Ä^=0, 

indem man annimmt, .4q = und J., = seien die Glei- 
chungen des ersten Ebenenpaares in der Normalform. Die 
Bedingung, unter welcher diese drei Ebenenpaare eine Invo- 
lution bilden, erhält man aus (15), wenn man setzt: A^j = 0, 
^^ = c»^ nämlich: 

X^fl^ — ^2^*2 = 0. 
Erinnert man sich aber der geometrischen Bedeutung der 
Grössen A^ftj , ^2^*2; so kann man diese Gleichung auch so 
darstellen, wenn man mit 0, 1 das erste, mit 2, 3 das zweite 
und mit 4,5 das dritte Ebenenpaar bezeichnet: 

nß'i sin (20) sin (30) sin (4 0) sin (50) ^ 

^^^^ • • • sm'(21) * sin (31) sin (41) ' sin (51) ~" ^' 

Aus dieser Gleichung, welche man als Definition dreier, 
eine Involution bildenden, Ebenenpaare nehmen kann , gehen 
noch zwei andere Gleichungen hervor, die man erhält, wenn 
man das Ebenenpaar 0,1 mit dem Ebenenpaare 2,3, oder 
mit den Ebenenpaaren 4, 5 vertauscht. Da alle diese Glei- 
chungen nichts anderes sind, als verschiedene Formen für 
eine und dieselbe Bedingung der Involution, so muss sich 
jede derselben direct aus einer von ihnen herleiten lassen. 


lesung in der achten Vorlesung nicht allein jene Form der Bedingungs- 
gleichung naturgemäss ableiten, sondern auch andere Formen, auf 
welche die Analytiker mit Recht Werth legen. 
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Um auf andere Formen für dieselbe Bedingung der In* 
yolntion zu kommen^ gehen wir auf die ursprüngliche Defi- 
nition der Involution yon drei Ebenenpaaren zurück. Nach 
derselben stellen die drei Gleichungenpaare: 

(11) ^ ^a'i'^^^} M) ^iM^^; MJ — ^2^1 = 

irgend drei Ebenenpaare Ol, 23, 45 der Involution dar und 
Vq==Oj F| = dasjenige Ebenenpaar ^ welches harmonisch 
ist zu jedem der drei Paare. 

An Stelle der zwei Symbole Fq , F, , durch welche jene 
sechs Gleichungen ausgedrückt sind, wählen wir drei Sym- 
bole Z7q , Z7, ; U,2, welche wir durch die Gleichungen de- 
finiren : 

V JLV ^-- . V ^1 V t^ _^«- , 

A|— 'Aj A| Aq 

Alsdann hat man die identische Gleichung: 
(18) U,+ 17, + U, = 

und jene sechs Gleichungen gehen, wenn man symmetrisch 
die zwei Symbole durch die drei Symbole ersetzt, über in: 

CTo = U,^0 17, — 

(19) . • Ut_Ut^Q Ut _ Fi «. ^<> - ^* — 

indem fiQ, fi|, fi, die Ausdrücke bezeichnen: 

M^"'*«' i,+Äo~'**' vh;"**» 

Da die drei Grossen fi ebenso willkürlich sind, als die 
drei Grossen A, aus welchen sie zusammengesetzt sind, so 
werden die Gleichungen (19) mit willkürlichen Factoren fi — 
unter Voraussetzung der identischen Gleichung (18), welche 
aus^ckt, dass die Ebenen Uq^O, CTj = 0, ZJ, = sich 
in einer und derselben geraden Linie schneiden, unter wel- 
cher Voraussetzung auch die anderen drei Ebenen durch die- 
selbe gerade Linie gehen — irgend drei Ebenenpaare der In- 
volution darstellen. 

Heise, analyt. Geonietr. d. Ramnes. 2. Aufl. 3 
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Wenn wir endlich für die Gleichungen der Ebenen Uq=Oj 
J7| = 0, 1/2 = ihre Normalformen einführen, indem wir 

setzen: Qq Uq= A^, q^ U^ = ä^, q.^ JTj = -^2; ^^ S^^^ ^^® 
identische Gleichung (18) über in: 

(20) ^0 , 4i + 4?=o 

und die Gleichungen (19) der Ebenenpaare der Involution 
nehmen die Gestalt an: 

^0 = 0, ^1=0, ^2 = 

^ ^ -^t -^2 A -^g ____ -^ ___. A j^O^ -^1 _^ Q 

Erinnern wir uns nun nach (4) der geometrischen Bedeu- 
tung der Grössen: 

ßjQi _^ sin (12) /[i,g, __ sin (34) fippp ^_ sin (50) 
/itj^, sin (14)' HoQo sin (30)' tt,pi sin (52) 

SO erhalten wir durch Multiplication dieser Gleichungen: 

/po\ 1 sin (12) ^ sin (34) * s in (50) 

(^J^; .... i — gin(i4) . sin (30) • sin(52) 

Diese Gleichung ist nur eine von (16) verschiedene Form 
der Bedingungsgleichung der Involution von drei Ebenen- 
paaren Ol, 23, 45. Man erhält aus ihr noch drei andere 
aequivalente Formen, wenn man die Ebenen und 1 oder 
die Ebenen 2 und 3 oder die Ebenen 4 und 5 mit einander 
vertauscht. 

Wir haben demnach im Ganzen sieben verschiedene For- 
men für die Bedingungsgleichung der Involution von drei 
Ebenenpaaren mit Hilfe von geometrischen Betrachtungen 
abgeleitet. Es ist eine elegante Aufgabe der Algebra, alle 
diese Formen aus einer von ihnen direkt zu entwickeln*). 


*) Hülfsmittel zur Lösung der genannten algebraischen Aufgabe 
findet man in der sechsten meiner Vorlesungen aus der analytischen 
Geometrie. 1865, und hier in demjenigen Theile der achten Vorle*iug, 
welcher die sieben Formen der Bedingungsgleichung der Involution 
behandelt. 
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Die angestellten Betrachtungen bieten ein Mittel , die am 
Ende der vorhergehenden Vorlesung entwickelten Sätze weiter 
auszudehnen. -Denn nehmen wir an^ dass: 

^0 = 0, ^, = 0, Ä^ = 

die Gleichungen von irgend drei Ebenen seien in der Nor- 
mälform^ die sich in einem Punkte P schneiden ^ oder, was 
dasselbe ist^ die drei yon einem Punkte Pausgehende gerade 
Linien paarweise verbinden, so sind: 

-^i ^ ^ Q -^t ^ -«5 ^__ A ^ -«y j^_ Q 

die Gleichungen von drei Ebenen, die eine vierte von Paus- 
gehende gerade Linie immer mit einer der drei ersteren ver- 
binden. Die angegebenen sechs Gleichungen stellen mithin 
drei Ebenenpaare dar, die vier beliebige von einem Punkte 
P ausgehende gerade Linien paarweise verbinden. 

Die Uebereinstimmung dieser drei Gleichungenpaare, zwi- 
schen welchen aber im Allgemeinen nicht die identische Glei- 
chung (20) obzuwalten braucht, mit (21), beweiset, dass drei 
Ebenenpaare der Involution ein specieller Fall sind von drei 
Ebenenpaaren, welche vier von einem und demselben Punkte 
ausgehende gerade Linien paarweise verbinden. Denn lässt 
man die vier von einem und demselben Punkte ausgehenden 
geraden Linien nahezu in eine zusammenfallen, so wird nahezu 
auch die Gleichung (20) erfüllt, das heisst, nahezu alle Be- 
dingungen für die Ebenen der Involution. 

Lässt man den Punkt P in das Unendliche fallen, so 
werden die vier von ihm ausgehenden geraden Linien vier 
beliebige paralle Linien, imd zwischen den Sinus der Neigungs- 
winkel der drei Ebenenpaare, welche diese Linien paarweise 
verbinden, findet die Gleichimg (22) statt. Da diese Gleichung 
aber die Bedingung für Ebenen der Involution ist, so wird 
man Ebenen der Involution erhalten, wenn man durch eine 
gegebene gerade Linie sechs Ebenen legt, welche parallel 
sind mit drei Ebenenpaaren, welche irgend vier mit der ge- 
gebenen geraden Linie parallele Linien paarweise verbinden. 
Diese Bemerkimg giebt ein Mittel an die Hand, zu fünf be- 
liebig durch eine und dieselbe gerade Linie gehenden Ebenen 
die sechste Ebene der Involution zu bestimmen. 

3* 
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Durch jede der drei Schnittlinien der Ebenen J-^, Ä^, A^ 
gehen drei Ebenen der beschriebenen Raumfigur. Die vierten 
harmonischen Ebenen haben zu Gleichungen: 

Da nun zwischen den linken Theilen dieser und der vor- 
hergehenden Gleichungen identische Relationen stattfinden wie : 

\«1 ' ««/ \<^l "^ «0/ \«ü «1/ ' 

so hat man nach (13) der zweiten Vorlesung einen Satz. 

Um diesem Satze eine elegante Fassung zu geben, pro- 
jicire man die beschriebene Raumfigur von dem Punkte P als 
Mittelpunkt einer Kugel von dem Radius 1 auf die Oberfläche 
dieser Kugel. Nennt man dann harmonische grösste 
Kreise der Kugeloberfläche solche, deren Ebenen har- 
monische Ebenen sind, so begrenzen die Ebenen A^y A^^ A^ 
ein sphärisches Dreieck, von welchem der Satz erwiesen ist: 

Wenn man von einem beliebigen Punkte der 
Kugeloberfläche grösste Kreise zieht nach den 
Ecken eines sphärischen Dreiecks und in jeder 
Ecke den vierten harmonischen grössten Kreis con- 
gtruirt, so schneiden sich zwei von den letzteren 
Kreisen in einem Punkte, durch welchen auch der 
durch die dritte Ecke des Dreiecks und den belie- 
bigen Punkt gelegte grösste Kreise geht, 

Aehnliche Betrachtungen angestellt an folgenden Glei- 
chungen : 



+ 

^1 

«1 

+ 

«2 

= 0, 

4. 

«0 

+ 

«1 

+ 

A_ 

= 0, 

«0 

— 

4i 
«1 

+ 

A_ 

= 0, 

«0 

+ 

«1 


4t- 

= 0, 


wie in der vorhergehenden Vorlesung an den entsprechenden 
Gleichungen, in denen a^^a^^a^^^j führen zu den Sätzen: 
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Wenn man ron irgend einem Punkte derKugel- 
oberfläche nach den[^Ecken eines sphärischen Drei- 
ecks grosste Kreise zieht; und in jeder Ecke den 
vierten harmonischen grössten Kreis construirt, so 
schneiden letztere die gegenüberliegenden Seiten 
des Dreiecks in dreiPunkten^ die auf einem gross- 
ten Kreise liegen. 

Wenn man von einem beliebigen Punkte der Ku- 
geloberfläche nach den Ecken eines sphärischen 
Dreiecks drei gröss'te Kreise zieht und in einer Ecke 
des Dreiecks den vierten harmonischen grössten 
Kreis construirt^ so schneidet dieser die gegen- 
überliegende iSeite des Dreiecks in einem Punkte. 
Die von dem beliebigen Punkte nach den beiden 
anderen Ecken des Dreiecks gezogenen grossten 
Kreise schneiden die Gegenseiten des Dreiecks in 
zwei Punkten. Diese drei Schnittpunkte liegen auf 
einem grossten Kreise. 

Dieser Satz ist besonders wichtig, weil er lehrt, auf lineare 
Weise, das heisst durch Zuziehung allein von grossten Kreisen 
zu drei voll einem Punkte ausgehenden grossten Kreisen den 
vierten harmonischen zu finden; oder, was dasselbe ist, zu 
drei Ebenen, welche sich in einer und derselben geraden Li- 
nie schneiden, die vierte harmonische Ebene ohne weitere 
Hülfe als von Ebenen zu construiren. 

Es bleibt noch übrig, einen Satz zu entwickeln, der in 
linearer Weise zu fünf Ebenen, die sich in einer und dersel- 
ben geraden Linie schneiden, die sechste Ebene der Livolu- 
tion construiren lehrt; Diesem Zwecke dient die folgende 
Betrachtung. 

Es seien die Gleichungen von irgend vier Ebenen, welche 
durch den Mittelpunkt P einer Kugel mit dem Radius 1 gehen : 

üo = 0, 1^1 = 0, ^^3 = 0, 1^3 = 0. 

Bezeichnen alsdann t«o, tij . . . die Werthe, welche die 
Ausdrücke I7q , U] . . . annehmen , wenn man in letztere für 
die variabeln Coordinaten die üoordinaten eines gegebenen 
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Punktes p setzt, den wir der Einfachheit wegen auf der Kugel- 
oberfläche annehmen wollen, so sind: 

^0_E3_Q ^l_^3_A ^_^^Q 

Uq W3 ' Wj ««3 ' «*J W3 

^ —?^ = ^ _ ^? = ^ — ^=0 

die Gleichungen von drei Paar Ebenen, die sich in der ge- 
raden Linie Pp schneiden und zugleich durch die sechs Schjiitt- 
linien der oben bezeichneten vier Ebenen gehen. 

Setzen wir, um die drei ersten Gleichungen durch Multi- 
plication mit Factoren yt^Q . . auf die Normalform zurückzu- 
führen : 


Po V^ Ä^ 

ü,. 

U, A, 

U^ U, A, 

—y ? ?^ ; 


__» — — , 


% W3 ^0^0 

Wl 

W3 f*iPi 

W, " W3 f^2Qi 


so gehen die angegebenen drei Gleichungenpaare über in: 
^ = 0, ^,=0, ^, = 

-^1 ^jjr^ ___ Q ^1 ^0^ __ Q j42 :4l 

Da dieses aber gerade die Gleichungen (21) sind, aus 
welchen wir dort die Bedingungsgleichung (22) der Involution 
abgeleitet haben, so ist damit ein Satz bewiesen, der, auf die 
Kugeloberfläche übertragen, sich so ausdrücken lässt: 

Wenn man einen beliebigen Punkt der Kugel- 
oberfläche durch sechs grösste Kreise verbindet 
mit den sechs Schnittpunkten von irgend vier gröss- 
ten Kreisen, so bilden die sechs Verbindungskreise 
eine Involution. 

Es sind in diesem Satze unter grössten Kreisen der In- 
volution nämlich solche Kreise zu verstehen, die in Ebenen 
liegen, welche eine Involution bilden. In dieser Voraussetzung 
bietet der Satz das Mittel, sowohl den sechsten grössten Kreis 
der Involution zu construiren, wenn fünf, von einem und 
demselben Punkte der Kugeloberfläche ausgehende, grösste 
Kreise gegeben sind, als auch die sechste Ebene der Invo- 
lution zu construiren, wenn fünf, durch eine und dieselbe 
gerade Linie gehende. Ebenen gegeben sind. 
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Man nennt vier gerade Linien ^ welche in derselben Ebene 
von einem und demselben Punkte ausgehen, harmonische 
Linien, wenn zwischen den von ihnen eingeschlossenen Win- 
keln die Bedingungsgleichung (10) stattfindet. Es bilden fer- 
ner drei in derselben Ebene von einem Punkte ausgehende 
Linienpaare eine Involution von sechs geraden Linien, 
wenn zwischen den von ihnen eingeschlossenen Winkeln die 
Bedingungsgleichung (22) obwaltet. Dieses vorausgesetzt, kann 
man die angegebenen vier Sätze der Kugeloberfläche, indem 
man annimmt, dass die Figuren, von welchen sie handeln, 
nur einen unendlich kleinen Theil der Kugeloberfläche um^ 
fassen, auf die Ebene übertragen. 

Harmonische Linien, von dem Mittelpunkte der Kugel* 
ausgehend, auf die Kugeloberfläche projicirt, werden harmo- 
nische Punkte der Kugeloberfläche genannt. Zwischen 
den Bogen grösster Kreise, welche sie verbinden, findet die 
Bedingungsgleichung (10) statt, welche zugleich als Definition 
der harmonischen Punkte der Kugeloberfläche dient. 

Ebenso schneiden sechs von dem Mittelpunkte der Kugel 
ausgehende gerade Linien der Involution die Kugeloberfläche 
iu sechs Punkten der Involution auf der Kugelober* 
fläche. Zwischen den sie verbindenden Bogen grösster Kreise 
hat man die Bedingungsgleichung (22), welche ebenfalls als 
Definition der Punkte der Involution auf der Kugeloberfläche 
zu betrachten ist. 

Gestützt auf diese Definitionen kann man mit Hülfe des 
in der vorhergehenden Vorlesung in (17) beschriebenen Prin- 
cipes der Kugel aus den, angegebenen vier Sätzen folgende 
ableiten : 

Wennman dieSeiten eines sphärischen Dreiecks, 
oder ihre Verlängerungen, durch einen grössteu 
Kreis durchschneidet und zu diesen Schnittpunk- 
ten auf den Seiten des Dreiecks die vierten harmo- 
nischen Punkte construirt, so liegen je zwei von 
diesen harmonischen Punkten und der dritte Schnitt- 
punkt auf einem grossten Kreise. 

Wenn man die Seiten eines sphärischen Drei- 
ecks, oder ihre Verlängerungen, durch einen gross- 
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ten Kreis schneidet und auf jeder Seite des Drei- 
ecks den vierten harmonischen Punkt construirt, 
so schneiden sich die drei grössten Kreise, welche 
die harmonischen Punkte mit den gegenüberliegen- 
den Ecken des Dreiecks verbinden, in einem und 
demselben Punkte. 

Wenn man die Seiten eines sp|härischen Drei- 
ecks, oder ihre Verlängerungen, dairch einen gröss- 
ten Kreis schneidet, und zwei von diesen Schnitt- 
punkten durch grösste Kreise mit den gegenüber- 
liegenden Ecken des Dreiecks verbindet, so schnei- 
den sich diese in einem Punkte, durch welchen auch 
derjenige grösste Kreis hindurchgeht^ welcher den, 
zu dem dritten Schnittpunkte harmonischen, Punkt 
mit der gegenüberliegenden Ecke des Dreiecks ver- 
bindet. 

Drei Paare grösster Kreise, welche irgend vier 
Punkte der Kugeloberfläche paarweise verbinden, 
schneiden irgend einen anderen grössten Kreis in 
Punkten der Involution. 

Die beiden letzten Sätze lehren, zu drei auf einem gröss- 
ten K!reise der Kugeloberfläche gegebenen Punkten den vier- 
ten harmonischen, und zu fünf Punkten der Involution den 
sechsten in linearer Weise construiren. 

Die Bedingsgieichung (10) für harmonische Punkte auf 
dem grössten Kreise der Kugeloberfläche geht über in: 

/OQN (20) , (30) _ ^ - 

(^^) (21) + (31)=^' 

wenn man annimmt, dass die harmonischen Punkte unendlich 
nahe an einander liegen, und die von ihnen begrenzten Stücke 
des grössten Kreises können als gerade Linien betrachtet 
werden. 

Ebenso geht die Bedingungsgleichung (22) für Punkte 
der Involution auf einem grössten Kreise der Kugeloberfläche 
über in: 

(9A\ 1 _ (12) • (34) ■ (50) , 

^ ^ (14) . (30) . (52) 
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wenn die Punkte der luTolution unendlich nahe an einander 
liegen; und die von ihnen begrenzten Stücke des grossten 
Kreises werden gerade Linien. 

Nimmt man daher die Gleichung (23) als Definition der 
harmonischen Punkte auf einer geraden Linie, und 
die Gleichung (24) als Definition der Punkte der Involu- 
lution auf einer geraden Linie, so lassen sich durch 
das unendlich Kleine die angegebenen vier Sätze der Kugel- 
oberfläche ohne Schwierigkeit auf die Ebene übertragen. 

Schliesslich mag noch bemerkt werden, dass die in der 
vorhergehenden. Vorlesung angedeuteten Betrachtungen des 
Tetraeders auf Grund der in dieser Vorlesung entwickelten 
Sätze sich leicht ausdehnen lassen, was zu interessanten Sätzen 
führt über ein Tetraeder in Verbindung mit einem beliebigen 
Punkte des Baumes. 
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Das Fasoal'sohe Seohsdok und damit verwandte 

Figuren. 


Die geschickte Anwendung der in den beiden vorher- 
gehenden Vorlesungen eingeführten Symbole führt oft mit 
solch überraschender Einfachheit zu complicirten geometrischen 
Sätzen^ dass es gerechtfertigt -erscheint^ diesem Gegenstande 
noch einen kurzen Abschnitt zu widmen. 

Man weiss nach (15) der zweiten Vorlesung: wenn U ^=0, 
JJi=0, tTj = die Gleichungen von den Ebenen sind, welche 
sich in einer und derselben geraden Linie schneiden, dass 
sich immer drei Constanten k der Art bestimmen lassen , dass 
man identisch hat: 

Setzt man zur Abkürzung: Ä;D*= r, k^U^ = r, ÄJ^i/j == r", 
so stellen die Gleichungen: 
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irgend welche drei Ebenen dar, welche sich in einer und der- 
selben geraden Linie schneiden, unter der Bedingung : . 

(1) r + r + r" = 0. 

Man kann daher sagen, dass die identische Gleichung (1) 
die Bedingung der angegebenen Figur ausdrücke , welche be- 
steht aus drei Ebenen r, die sich in einer und derselben ge- 
raden Linie schneiden. 

um diese Figur weiter auszuführen, nehme man auf der 
gemeinsamen Schnittlinie der drei Ebenen r einen Punkt P 
als die Spitze einer dreiseitigen Pyramide -4., deren drei Seiten- 
kanten respective in den Ebenen r liegen. Die Bedingungen 
der so erweiterten Figur werden dann durch (1) und in glei- 
cher W^eise durch die identischen Gleichungen ausgedrückt: 

(2).. a— a^y, a — a^=:r ^ a — a^r, 

indem a = 0, a = 0, a" = die Seitenflächen der dreisei- 
tigen Pyramide A analytisch darstellen. 

Beschreibt man noch zwei andere dreiseitige Pyramiden 
B und C mit der gemeinsamen Spitze P, deren Seitenkanten 
gleichfalls in den Ebenen r liegen, so drücken sich die Be- 
dingungen des hinzugekommenen Theiles der Figur in gleicher 
Weise durch die identischen Gleichungen aus: 

(3) .. V — V' = r, V'-l = r\ h-V = r\ 
(4).. c — c^r, c — c^ r , c — c^r. 

Die Bedingungen der beschriebenen sehr complicirten 
Raumfigur drücken sich hiernach durch die zehn aufgestellten 
Gleichungen auf ganz einfache Weise aus. Der Vortheil die- 
der Ausdrucksweise besteht aber darin, dass man aus den über- 
sichtlichen identischen Gleichungen andere eben so einfache 
ableiten kann, deren geometrische Deutung Eigenschaften 
der Figur leicht erkennen lässt. Denn stellt man folgende 
Gleichungen : 

als Definition der Symbple Qj Q y q" auf, ^o sieht man, das 
aus den angegebenen zehn identischen Gleichungen folgende 
hervorgehen : 
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(5) 9 + P' + p"-0. • 

(6) . . b — c ^ 9, c — a ^ ()', a — i -__ p". 

(7) . . 6' — c ^ Q, c — a' ~ p', a — b' _- p". 

(8) . . b — c ^ p, c — a ^ p , a — 6 ;^- p . 

Die letzten 9 Gleichungen beweisen ^ dass die Ebenen 6 
und Cy V und c% b" und c" sich in drei geraden Linien schnei- 
den; welche auf einer Ebene p liegen u. s. w.; und die Ulei- 
chung (5); dass die drei Ebenen p durch eine und dieselbe 
gerade Linie gehen. 

Alle Ebenen ; von welchen die beschriebene Raumfigur 
handelt; gehen durch einen und denselben Punkt P. Die Pro- 
jectionen derselben auf eine Kugeloberfläclie; deren Mittel- 
punkt Pist; werden dalier grosste Kreise ; und die bewieseneu 
Eigenschaften der ßaumfigur lassen sich als Satz auf der 
Kugeloberfläche also ausdrücken : 

Wenn die Ecken von drei sphärischen Dreiecken 
auf drei grössteu Kreisen r der Kugeloberfläche 
liegen; welche sich in einem und demselben Punkte 
schneiden; so schneiden sich die entsprechenden 
Seiten je zweier dieser Dreiecke in drei Punkten, 
welche auf einem grossten Kreise p liegen; und die 
drei grossten Kreise p schneiden sich wieder in 
einem und demselben Punkte der Kugeloberfläche. 

Das Princip der Kugel lässt aus diesem Satze folgenden 
hervoi^ehen: 

Wenn die Seiten Ton drei sphärischen Dreiecken 
durch drei Punkte r der Kugeloberfläche geheU; 
welche auf einem grossten Kreise liegen; so schnei- 
den sich die drei grossten Kreise, welche die ent- 
sprechenden Ecken von je zwei Dreiecken verbin' 
den; in einem und demselben Punkte p; und die drei 
Punkte p liegen auf einem grossten Kreise. 

Dass diese Sätze der Kugeloberfläche ebenfalls für die 
Ebenen gelten; wenn man für die grossten Kreise gerade Li- 
nien in der Ebene nimmt; bedarf nach dem Vorhergehenden 
kaum der Erwähnung. 
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Um eine zweite Anwendung zn machen von den Sym- 
bolen der Ebenen, betrachten wir irgend eine sechsseitige 
Pyramide, deren gegenüberliegende Seitenflächen sich paar- 
weise in drei geraden Linien schneiden, welche in einer und 
derselben Ebene liegen. Eine solche sechsseitige Pyramide 
nennen wir eine Pascal'sche Pyramide nach dem Ent- 
decker der Eigenschaften derselben, und die Ebene, in wel- 
cher sich die gegenüberliegenden Seitenflächen derselben paar- 
weise schneiden, nennen wir die, der Pyramide zugehörige, 
PascaTsche Ebene. 

Die Bedingungen der Pascal'schen Pyramide drücken sich 
nun einfach durch folgende drei identische Gleichungen aus: 

a ^ a ^r , 

(9) 6 _&' = /', 

' ff 

c — c ^r , 

indem a = und a = 0, 6 = und 6' == 0, c = und c = 
die Gleichungen der gegenüberliegenden Seitenflächen der 
Pyramide vorstellen, und /' = die Gleichung der ihr zuge- 
hörigen Pascarschen Ebene. 

Alle diese Ebenen, sowie diejenigen, welche in der Folge 
betrachtet werden, gehen durch die Spitze P der Pyramide. 

Definirt man nun die Ausdrücke a", 6", c" durch die iden- 
tischen Gleichungen: 

(10) a" + 6-f c'= 0, a + V-\-c" = 0, a+6"+c = 0, 

so hat man mit Zuziehung der identischen Gleichungen (9) 
auch folgende: 

(11) a" + 6' + c = 0, a + 6" + c' = 0, a'-f6 + c" = 0, 

Diese sechs indentischen Gleichungen beweisen, dass 
a" = 0, 6"=0, c'=0 die Gleichungen von drei Ebenen 
sind, welche die gegenüberliegenden Seitenkanten der sechs- 
seitigen Pyramide paarweise verbinden. Wir bezeichnen sie 
mit dem Namen der Diagonalebenen der sechsseitigen 
Pyramide. 

Definirt man femer zwei andere Ausdrücke r und / durch 
die identischen Gleichungen: 

a' — a!' "^r . a" — a^r\ 
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so hat man mit Berücksichtigung Ton (10) nnd (11): 


a — o ^r, a — fl=;r, 


(12) b' — l" = r, h" -b = r', . 

c — c ^r, c — c^r f 

und aus (9) und (12) folgt: 

(13) . • r + / + /' = 0. 

Noch andere identische Gleichungen yon derselben Form 
erhält man, wenn man drei Ausdrücke q, q% q' durch die 
identischen Gleichungen definirt: 

b — c^ Q , c — a^p'; a — &^p", 

aus welchen man mit Zuziehung der vorhergehenden Glei- 
chungen leicht folgende ableiten kann: 

b — c ^ Q , c — a ^ q\ a — b ^ p", 

(14) . V — c' ^ Q j c — a "=: Q y a — 6' iz p", 

— c=:p, c — a^p, a — o^p, 

(15) p + p' + p" = 0. 

Die fünf Systeme Gleichungen (12) und (14) sind conform 
mit dem Systeme (9), den Bedingungen der Pascarschen Py- 
ramide. Sie sind also die Ausdrücke für andere Pascalsche 
Pyramiden, die in der betrachteten ihren Ursprung haben, 
und die Gleichungen (13) und (15) liefern den Beweis, dass 
die diesen Pyramiden zugehörigen PascaFscheu Ebenen sich 
zu dreien combinirt in einer und derselben geraden Linie 
schneiden. 

Forscht man aber diesem Ursprünge näher nach, so er- 
sieht man aus (12), dass die geraden Seitenflächen und die 
drei Diagonalebenen der gegebenen PascaVschen Pyramide 
eine zweite^ und dass die ungeraden Seitenflächen und die 
drei Diagonalebenen der gegebenen PascaFschen Pyramide 
eine dritte Pascal'sche Pyramide bilden, beide mit denselben 
Heitenkanten als die gegebene Pyramide. Die diesen drei 
Pyramiden entsprechenden PascaFschen Ebenen r schneiden 
sich nach (13) in einer und derselben, durch die gemeinsame 
Spitze der Pyramiden gehenden geraden Linie. 
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Die sechs Seitenflächen und die drei Diagonalebenen der 
gegebenen Pascarschen Pyramide bilden aber., zu sechs com- 
binirt, nach (14) noch drei andere PascaFsche Pyramiden mit 
denselben Seitenkanten als die gegebene. Die ihnen ent- 
sprechenden PascaFschen Ebenen q schneiden sich nach (15) 
in einer durch die gemeinsame Spitze der Pyramiden gehen- 
den geraden Linie. 

Nennt man, um die bewiesenen Sätze durch Projection 
von der gemeinsamen Spitze P der Pyramiden als Mittelpunkt 
auf die Kugeloberfläche zu übertragen, ein sphärisches Sechs- 
eck auf der Kugeloberfläche ein PascaTsches Sechseck 
auf der Kugeloberfläche, wenn die gegenüberliegenden 
Seiten desselben sich paarweise in drei Punkten schneiden^ 
die auf einem grössten Kreise, dem PascaTschen Kreise 
des Sechsecks, liegen, so kann man denselben folgenden 
Ausdruck geben: 

Wenn auf der Kugeloberfläche irgend ein Pas- 
caTsches Sechseck gegeben ist, so bestimmen die 
sechs Seiten und die drei Diagonalen desselben, als 
Seiten zu sechs combinirt, zwei Gruppen von drei 
PascaTschen Sechsecken, deren Ecken mit den 
Ecken des gegebenen Sechsecks zusammenfallen. 
Die Sechsecke der ersten Gruppe sind das gegebene, 
ein zweites Sechseck, gebildet aus den geraden Sei- 
ten des gegebenen und den drei Diagonalen, und 
ein drittes Sechseck, gebildet aus den ungeraden 
Seiten und den Diagonalen. Die PascaTschenKreise ♦ 
r der ersten Gruppe schneiden sich in einem und 
demselben Punkte; ebenso schneiden sich die Pas- 
caTschen Kreise q der zweiten Gruppe wieder in 
einem Punkte. 

Aus der üebereinstimmung der in dieser Untersuchung 
aufgestellten Gleichungen mit den Gleichungen, welche die 
vorhergehende darbot, ist man zu schliessen berechtigt, dass 
beide Untersuchungen in ihrem Verlauf dieselben Baumfiguren 
ergeben. Den einzigen Unterschied führen die Gleichungen 
(10) und (11) herbei, welche in der ersten Untersuchung 
fehlen. Da diese Gleichungen aber eine Beschränkung aus- 
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drücken ; so sieht man, dass die Figur der letzten Unter- 
suchung einen specielleren Charakter hat. 

Dm schliesslich noch eine Eigenthümlichkeit der beschrie- 
benen specielleren Raumfigur yorzufOhren, definiren wir drei 
Ausdrücke B, und drei Ausdrücke P durch folgende iden- 
tische Gleichungen: 

r"-r' = B, p"-p'=P, 

(16) r -r"=R, q -q'^F, 

r'-r = R', 9'-Q=F', 

woraus mit Hülfe der Torhergehenden identischen Gleichungen 
folgende hervorgehen: 

U + P=3a, ir+P=3a', Ü" + P=3a", 

(17) E + F = Sb, JB' + P' = 36', K'+F = U", 

iJ + P"=3c, Jr + P'=3c, ir'+P"=3c", 

Vergegenwärtigt man sich die Gleichungen (13) ^ (15) 
und (16), so sieht man, dass jB = 0, if === 0, iJ" =« die 
den drei Ebenen r, r , r" in ihren möglichen Combinationen 
entsprechenden vierten harmonischen Ebenen, und dass Ps=0, 
P = 0, P' = die den drei Ebenen (>,(>', p" entsprechen- 
den vierten harmonischen Ebenen darstellen, während die 
Gleichungen (17) den Beweis liefern, dass die drei vierten 
harmonischen Ebenen der ersten Gruppe die drei vierten har- 
monischen Ebenen der zweiten Gruppe in neun geraden Li- 
nien schneiden, welche auf den Seitenflächen und den Diago- 
nalebenen der betrachteten PascaFschen Pyramide liegen. 

Man hat daher im Anschluss an den oben angegebenen 
Satz folgenden: 

Die drei vierten harmonischen grossten Kreise 
zu den drei PascaTschen Kreisen r schneiden die 
drei vierten harmonischen grossten Kreise zu den 
drei PascaTschen Kreisen p in neun Punkten, welche 
auf den Seiten und den Diagonalen des gegebenen 
PascaTschen Sechsecks liegen. 

Das Princip der Kugel angewendet auf diese Sätze führt 
auf neue Sätze. Alle diese Säte kann man auch auf die Ebene 
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übertragen, indem man gerade Linien in der Ebene für die 
grössten Kreise der Kngeloberfläche nimmt. 

An die vorhergehende Betrachtung der PascaFschen sechs 
seitigen Pyramide, deren Bedingungen die Gleichungen (9) 
ausdrücken, schliessen wir noch folgende zusätzliche Be- 
merkungen an: 

Wie eine zwischen den variabeln Coordinaten lineare 
Gleichung eine Ebene definirt, so definirt irgend eine gege- 
bene Gleichung zwischen denselben Coordinaten eine Ober- 
fläche. Ist die gegebene Gleichung von der zweiten Ordnung, 
das heisst, besteht sie aus Gliedern, die nur die Quadrate der 
Coordinaten und die Producte derselben in der zweiten Di- 
mension neben Gliedern der ersten und nullten Ordnung ent- 
halten, so nennt man die Oberfläche zweiter Ordnung. Hier- 
nach ist zum Beispiel: 

(18) . . r" /' - r\a + h + c) + bc + ca + ah ^0 

die . Gleichung einer bestimmten Oberfläche zweiter Ordnung. 
Diese Gleichung geht, wenn man a gleich setzt, mit Rück- 
sicht auf (9) über in : 

(r"-.6)(/'- c) =6'c' = 0. 

Die Gleichung (18) wird also erfüllt, wenn man a = und 
zugleich 6' = setzt, das heisst, für die Coordinaten aller 
Punkte, welche in der Schnittlinie der beiden Ebenen a = 
und &' = liegen, die sich in einer Seitenkaute der gegebe- 
nen PascaFschen sechsseitigen Pyramide schneiden. Diese 
Seitenkante liegt daher in der durch die Gleichung (18) ge- 
gebenen Oberfläche zweiter Ordnung. 

Da sich dieselben Bemerkungen bei jeder Seitenkante 
jener Pascal'schen Pyramide wiederholen, so liegen sämmt- 
liche sechs Seitenkanten der gegebenen Pascarschen Pyramide 
in der durch die Gleichung (18) gegebenen Oberfläche zweiter 
Ordnung. 

Eine charakteristische Eigenschaft dieser Oberfläche lässt 
sich leicht aus ihrer Gleichung (18) erkennen, wenn man die 
Spitze P der Pyramide in den Coordinatenanfangspunkt legt. 
Denn in dieser Voraussetzung werden die Ausdrücke «, 6, c, /', 
woraus die Gleichung (18) zusammengesetzt ist, lineare homo- 
gene Ausdrücke von der Form: 
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ux -{- vy -\- tvz , 

welche sämmtlich den Factor k erhalten^ im Uebrigen aber 
ungeändert bleiben^ wenn man für x, y, z respective setzt 
iXj hy, Icz, Durch diese Aenderung erhält der linke Theil 
der Gleichung (18) den Factor Ä:', bleibt aber im Uebrigen 
ungeändert. 

Wenn daher x, y^ z A\q Coordinaten irgend eines Punk- 
tes der Oberfläche (18) sind, so sind auch lex, Jcy, hz die 
Coordinaten eines Punktes derselben Oberfläche. Geometrisch 
bedeutet dieses, dass jede gerade Länie, welche irgend einen 
Punkt der Oberfläche mit dem Coordinatenanfangspunkt P 
verbindet, in ihrer ganzen Ausdehnung in der Oberfläche 
liegt. Die Oberfläche (18) besteht daher aus lauter geraden 
Linien, die in dem Punkte P zusammenstossen. Eine solche 
Oberfläche nennt man einen Kegel, und da derselbe durch 
eine Gleichung zweiter Ordnung (18) defiuirt wird, einen 
Kegel zweiter Ordnung. Man hat daher den Satz „dass die 
sechs Seitenkanten einer PascaVschen Pyramide in einem Kegel 
zweiter Ordnung liegen." 

Um die wahre Bedeutung dieses Satzes zu erkennen, be- 
darf es zweier Voraussetzungen , die freilich erst in den spä- 
teren Untersuchungen bewiesen werden; erstens, dass ein 
Kegel zweiter Ordnung durch fünf Kauten desselben unzwei- 
deutig bestimmt ist, zweitens, dass eine durch zwei Kanten 
des Kegels zweiter Ordnung gelegte Ebene den Kegel nur in 
diesen zwei Kanten schneidet. [Wir weisen auf die vierzehnte 
Vorlesung hin, in welcher die Voraussetzungen bewiesen wer- 
den.] Denn macht man diese Voraussetzungen, so sieht man, 
dass der angegebene Satz alle Kanten des Kegels zweiter Ord- 
nung linear construiren lehrt, wenn fünf Kauten des Kegels 
gegeben ^ind ; woraus wiederum folgt „dass alle einem Kegel 
zweiter Ordnung einbeschriebeneu sechsseitigen Pyramiden 
PascaVsche Pyramiden sind.'^ 

Definirt man einen sphärischen Kegelschnitt als 
die Schnittcurve eines Kegels zweiter Ordnung und einer 
Kugel, deren Mittelpunkt in der Spitze des Kegels liegt, so 
überträgt sich der bewiesene Satz auf die Kugeloberfläche wie 
folgt: 

Hnu, aiiAlyt. Geometr. d. Saumei. t. Aufl. 4 
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Die Ecken eines Pascarschen Sechsecks auf der 
Kugeloberfläche liegen auf einem sphärischen Ke- 
gelschnitt. 

Der aus den angegebenen Voraussetzungen hervorgegan- 
gene Satz, auf die Kugeloberfläche übertragen, lässt sich also 
wiedergeben : 

Jedes, einem sphärischen Kegelschnitt einbe- 
schriebene, sphärische Sechseck ist ein Pascal'- 
sches Sechseck. 

Das Princip der Kugel, angewendet auf diese beiden Sätze, 
veranlasst die Frage, welches die Curve sei, die von den gröss- 
ten Kreisen der Kugeloberfläche berührt wird, deren Pole 
einen sphärischen Kegelschnitt beschreiben. Es lässt sich 
nachweisen, wozu die späteren Untersuchungen [in der vier-' 
zehnten Vorlesung über Kegel zweiter Ordnung] die Mittel 
bieten, dass diese grössten Kreise einen sphärischen Kegel- 
schnitt berühren. Setzt man dieses als bewiesen voraus, so 
ergeben sich durch das Princip der Kugel aus den zuletzt an- 
gegebenen Sätzen neue, die sich, gleich wie jene, auch auf 
die Ebene übertragen lassen. 


Die Geometrie auf der Kugeloberfläche, aus welcher in den vor- 
stehenden Vorlesungen nur einzelne Sätze entwickelt worden sind, ist 
allgemeiner, als die Geometrie in der Ebene. Denn wenn man Punkte und 
gerade Linien in der Ebene als Punkte und grösste Kreise auf der Kugel- 
oberfläche "auffasst, so hat nicht jeder Satz in der Ebene, ohne Be- 
schränkung auf das unendlich Kleine, seinen entsprechenden Satz auf 
der Kugeloberfläche. Dagegen hat jeder Satz auf der Kugeloberfläche 
seine Gültigkeit in der Ebene, wenn die Figur, von welcher der Satz 
handelt, sich auf einen unendlich kleinen Theil der Kugeloberfläche be- 
schränken lässt. 

Die Zahl der Sätze auf der Kugeloberfläche ist viel grösser, als die 
Zahl der Sätze in der Ebene, üeberdies hat die Geometrie auf der 
Kugeloberfläche den Vortheil zweier Uebertragungsprincipe zur Ver- 
doppelung der Sätze , des genannten Principes der Kugel und des Prin- 
cipes der Reciprocität , während die Geometrie in der Ebene nur von 
letzterem Gebrauch machen kann. Es lassen sich daher die Sätze auf 
der Kugeloberfläche in einen viel innigeren Zusammenhang bringen, als 
die entsprechenden Sätze in der Ebene. 

In der Ebene lassen sich zum Beispiel eine ElUpse und ihre Brenn- 
punkte nicht als entsprechende Figur einer Hyperbel und ihrer Asymp- 
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toten aufTassen. Darum kennt man in der Ebene auch keine Verbin< 
dang zwischen den Sätzen von den Brennpunkten einer Ellipse und den 
Sätzen von den Asymptoten einer Hyperbel. Auf der Kugeloberfläche 
ist das Pnncip der Kugel das Band zwischen diesen Sätzen. Denn den 
Brennpunkten eines sphärischen Kegelschnittes entsprechen nach dem 
erwähnten Principe die Asymptoten eines anderen sphärischen Kegel- 
schnittes, wie umgekehrt. 

Die Geometrie auf der Kugeloberfläche kennt keinen Unterschied 
zwischen sphärischer Ellipse, Hyperbel und Parabel. Ein sphärischer 
Kegelschnitt hat sowohl Brennpunkte wie Asymptoten. Es lassen sich 
darum die Eigenschaften der drei Gattungen Kegelschnitte in der Ebene, 
die dort getrennt behandelt werden, auf der Kugeloberfläche an einem 
und demselben sphärischen Kegelschnitt studiren. 

Zur Einleitung in das Studium der sphärischen Kegelschnitte sei 
folgende Atifgabe empfohlen: 

„Den geometrischen Ort eines Punktes c auf der Kugeloberfläche 

„zu bestimmen, zwischen dessen sphärischen Abständen ca und cb von 

„zwei gegebenen Punkten a und b auf der Kugeloberfläche die Relation 

„besteht: 

ca 4" <^^ = 2 J.. 

Es wird sich zeigen, dass der Radius der Kugel, welcher durch den 
variabeln Punkt c geht, einen Kegel zweiter Ordnung beschreibt Nach 
der Definition ist dann der gesuchte geometrische Ort des Punktes c ein 
sphärischer Kegelschnitt. 

Diese aus den Brennpunkten a und b der Ellipse in der Ebene auf 
der Kugeloberfläche nachgebildete Curve ist zugleich der Hyperbel nach- 
gebildet. Denn ist a der Punkt auf der Kugeloberfläche, in welchem 
der, durch a gehende, Durchmesser die Kugeloberfläche zum zweiten 
Male trifft, so ist: 

ca + ca =» 2B , 

und wenn man die erste Relation von dieser abzieht: 

ca — c6 — 2JJ — 2-4, 

welches beweiset, dass, wenn man für die Brennpunkte a und b die 
Brennpunkte a' und 5 nimmt, für diese letzteren die Differenz der Brenn- 
strahlen eine constante Grösse ist, wie für die ersteren die Summe. 

Construirt man zu der in Rede stehenden Figur die Polarfigur, 
nämlich denjenigen sphärischen Kegelschnitt, welcher nach der letzten 
Bemerkung in der Vorlesung von dem grössten Kreise berührt wird, 
dessen Pol der variable Punkt c ist und die grdssten Kreise , deren Pole 
a und b sind, so sind diese beiden grössten Kreise die Asymptoten des 
construirten Kegelschnittes. Denn man hat mit der Lösung der vorge- 
legten Aufgabe und durch das Princip der Kugel zugleich den Beweis 
des Satzes: 

„Wenn eine Seite eines sphärischen Dreiecks sich so bewegt, dass 
„der Inhalt des Dreiecks unverändert bleibt, so berührt die bewegliche 

4* 
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,^eite in allen ihren Lagen einen und denselben sphärischen Kegelschnitt, 
Indessen Asymptoten die beiden anderen Seiten des Dreiecks sind. 

Wenn wir noch weiter vorgreifen wollen in die spätere Vorlesung 
über die Kreisschnitte der Oberfläche zweiter Ordnung, so können wir 
hier schon die Frage erheben „nach dem Zusammenhange der Asymp- 
toten eines sphärischen Kegelschnittes und den Kreisschnitten des Kegels 
zweiter Ordnung, welcher auf ^. der Kugeloberfläche den sphärischen 
Kegelschnitt begrenzt/' Man wird finden, dass die Asymptotenebenen 
den Kegel in Kreisen schneiden. 


Fünfte Vorlesung, 
Der Punkt im Baume und Funkte im Baume. 


Wie die Lage eines Punktes im Räume durch drei Grö- 
ssen, durch seine Coordinaten, unzweideutig bestimmt ist, so 
kann man auch die Lage einer beliebigen Ebene im Räume 
durch drei Grössen ausdrücken. Ist nämlich die Gleichung 
irgend einer Ebene: 

(1) ux '\- vy -]- w^ -]- 1=0 

gegeben, auf welche Form sich die Gleichung jeder Ebene 
zurückführen lässt, so sieht man, dass die Lage dieser Ebene 
allein abhängt von den Werthen der Constanten u, v , w, 
welche linear in die Gleichung eingehen. Weil diese Con- 
stanten die Lage der Ebene im Räume unzweideutig bestim- 
men, so werden wir sie die Coordinaten der Ebenen nennen, 
oder Ebenencoordinaten, zum Unterschiede von den einen 
Punkt im Räume bestimmenden Punktcoordinaten. 

Sind demnach die Coordinaten u, v, w einer Ebene ge- 
geben, so kann man aus ihnen die Gleichung (1) zusammen- 
setzen, die Gleichung der Ebene, durch welche die Ebene 
selbst im Räume bestimmt ist. Die Coordinaten der Ebene, 
geometrisch gedeutet, sind also die negativen reciproken Ab- 
schnitte, welche die Ebene auf den Coordinatenaxen macl;t. 

Fragt man nach den Eigenschaften aller Punkte, deren 
Coordinaten irgend einer gegebenen linearen Gleichung der 
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Coordinateu genügen^ so weiss maii^ dass alle diese Punkte 
auf einer und derselben Ebene liegen. Die analoge Frage im 
Falle von Ebenencoordinaten stellt sich so: welche Eigen- 
schaften haben alle Ebenen, deren üoordinaten irgend einer 
gegebeneu linearen Gleichung genügen: 

(2) Äu + Bv + Cw + D = 0. 

Es wird sich zeigen, dass alle diese Ebenen durch einen 
and denselben, durch die Gleichung (2) bestimmten, Punkt 
hindurchgehen. Wenn nun im ersten Falle die gegebene, in 
Punktcoordinaten lineare, Gleichung die Gleichung der Ebene 
genannt wurde, so verlangt die Analogie in dem anderen 
Falle, dass man die gegebene, in Ebenencoordinaten lineare, 
Gleichung (2) die Gleichung des Punktes nenne, durch 
welchen alle jene Ebenen gehen. Von dieser Beuennungs- 
weise soll in dem Folgenden ein yielfaltiger Gebrauch ge- 
macht werden. 

Es bleibt aber noch nachzuweisen übrig, dass alle Ebe- 
nen (1), deren Coordinaten der Gleichung (2) genügen, wirk- 
lich durch einen und denselben Punkt hindurchgehen. Um 
diesen Nachweis zu führen , kann man bemerken , dass in der 
Gleichung (2) die Coordinaten ti, v beliebige Werthe anneh- 
men, dass aber der Werth Ton w durch sie bestimmt ist. 
Setzt man daher diesen Werth von w in die Gleichung (1), 
so erhält man die Gleichung aller Ebenen (1), deren Coor- 
dinaten der Gleichung (2) genügen, in der Form: 

(3) . . (Cx — Äe)u + (Cy — Bz)v + (C—Dz)^0 

mit den beiden ganz willkürlichen Constanten m, r. Diese 
Gleichung ist aber zusammengesetzt aus den Gleichungen der 
drei Ebenen: 

(4) Cx'-A0 = O, Cy — Bg=0, C— D^ = 0. 

Die Ebene (3) geht also durch den Schnittpunkt P der drei 
Ebenen (4), dessen Coordinaten sind: 

/r\ Ä S C 

(5) ^ = 2) > y= D' ^ "=" 2> • 

Dieser Punkt P ist es also, welchen die Gleichung (2) 
analytisch darstellt. Es ergiebt sich hieraus zugleich eine 
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Regel für die Bestimmung der Coordinateii eines, durch seine 
Gleichung gegebenen, Punktes, wie für die Bildung der Punkt- 
gleichung, wenn die Coordinaten des Punktes gegeben sind. 
Denn bringt man die gegebene Punktgleichung (2) durch Multi- 
plication mit einem constanten Factor auf die Form, in wel- 
cher das constante Glied gleich der Einheit ist, so sind die 
Coefficienten von u, v, w; die Coordinaten des Punktes. Multi- 
plicirt man dagegen die gegebenen Coordinaten eines Punktes 
respective mit den Ebenencoordinaten und setzt die Summe 
dieser Producte zur Einheit addirt gleich 0, so hat man die 
Gleichung des Punktes. 

Da die Gleichung (1), welche durch die Gleichung (2) 
auf die Form (3) gebracht wurde, in dieser Form mit den 
beiden willkürlichen Constanten u, v nach (14) der zweiten 
Vorlesung alle möglichen Ebenen darstellt, welche durch den 
Punkt P gehen, so sieht man, dass die variabeln Ebenenco- 
ordinaten w, V, w, welche nur der Gleichung (2), der Glei- 
chung des Punktes P, genügen, allen möglichen Ebenen zu- 
gehören, welche durch diesen Punkt gehen. 

Die Form (2) der Gleichung des Punktes wird fortan die 
allgemeine Form der Gleichung des Punktes genannt 
werden zum Unterschiede von der Form: 

(6) au -{-hv '\- cw -{- 1=0, 

die wir die Normalform ^er Gleichung des Punktes 
nennen. 

(7) . . . Wenn^die Coordinaten U, F, TFeiner Ebene 
und die Gleichung eines Punktes im Räume in der 
Normalförm gegeben sind, den senkrechten Ab- 
stand J des Punktes von der Ebene zu bestimmen. 

Diese Aufgäbe lässt sich leicht zurückführen auf die Auf- 
gabe (7) in der zweiten Vorlesung. Denn es ist die Gleichung 
der Ebene in der Normalform: 

Ux + Vy+W 0+1 ^ Q 
— y\U'+ F2+ TT») ' 

und wenn (6) die gegebene Gleichung des Punktes ist, so hat 
man die Coordinaten desselben 

ß% 6, c. 
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Daraus ergiebt sich nun nach der in (8) der zweiteu Vor- 
lesung- angegebenen Regel der senkrechte Abstand des Punk- 
tes von der Ebene: 

K (C^ + F» + ir«) 

Vergleicht man diesen Ausdruck mit (<>), so kann man 
folgende Regel aufstellen: 

(8) . . . Wenn man den linken Theil einer in der 
Normalform gegebenen Gleichung eines Punktes 
dividirt durch y{y^ -\-v^ + w')> so drückt der Quotient 
den senkrechten Abstand des Punktos von einer^ 
durch ihre Goordinaten u, t;, w gegebenen^ Ebene 
aus. 

Setzt man: 

/m ^ = a fi + 6 r + r^ m; + 1 , 

.4| ^ a^xi -f- ^\^ + <*\^ + 1 y 
so wird nach (8): 
(10) -4 — ^, = 

die Bedingung ausdrücken , dass eine^ durch ihre Coordiuaten 
w, v, w; bestimmte, Ebene von den, durch ihre Gleichungen 
^4 = und -4, = gegebenen, Punkten gleich weit abstehe. 
Da (10) aber die Gleichung eines Punktes ist, so werden alle 
Ebenen , deren senkrechte Abstände von den beiden Punkten 
gleich sind, durch jenen Punkt hindurchgehen. Es ist dieses 
bekanntlich derjenige Punkt, der auf der Verbindungslinie 
der beiden gegebenen Punkte in dem Unendlichen liegt. 

Sind die senkrechten Abstände der Ebene von den beiden 
gegebenen Punkten gleich, aber von entgegengesetzten Vor- 
zeichen, so hat man dafür die Bedingung: 

(11) ^ + ^, = 0, 

welches die Gleichung desjenigen Punktes ist, der die Ver- 
bindungslinie der beiden gegebenen Punkte -4 = und ^j = 
halbirt. Denn alle Ebenen, welche durch diesen Punkt gehen, 
haben von den beiden gegebenen Punkten gleiche , aber dem 
Vorzeichen nach entgegengesetzte , Abstände. Man hat daher 
den Satz: 
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(12) . . . Wenn Ä = und Ä^ = die Gleichungen 
zweier gegebenen Punkte in der Normalform sind, 
so sind Ä — ^, =OundJ^ + ^, =0 die Gleichungen 
zweier anderen Punkte auf der Verbindungslinie 
der ersteren, von welchen der eine in dem Unend- 
lichen liegt, der andere die Verbindungslinie'hal- 
birt. 

Die Bemerkung, dass die Gleichungen (10) und (11) der 
Punkte, welche auf der Verbindungslinie der gegebenen Punkte 
A = und ^j = liegen, aus den Gleichungen der gegebe- 
nen Punkte zusammengesetzt sind, lässt sich erweitern wie 
folgt: 

(13) . . . Wenn zwischen den Gleichungen dreier 
Punkte Z7= 0, ?7j ==0, C/^ =0 die Identität statt hat: 

so liegen die drei Punkte auf einer und derselben 
geraden Linie. 

Die Goordinaten aller Ebenen , welche durch die beiden Punkte 
U =0 und ?7, = hindurchgehen , genügen diesen beiden 
Gleichungen zugleich; sie genügen also auch, mit Rücksicht 
auf die Identität, der Gleichung U^ = 0. Da aber alle Ebe- 
nen, deren Goordinaten der Gleichung [Tj = genügen, durch 
einen und denselben Punkt ZJj = gehen, und die vorhin 
erwähnten Ebenen, welche durch die Verbindungslinie der 
beiden Punkte gehen, mit zu diesen Ebenen gehören, so muss 
der Punkt t/j = auf der Verbindungslinie der beiden Punkte 
liegen. 

(14) . . . Wenn zwischen den Gleichungen von vier 
Punkten ?7=0, U^ = 0, U^ = Oy C/3 = die Identi- 
tät statt hat: 

so liegen die vier Punkte auf einer und derselben 
Ebene. 

Man hat nur eine Ebene, deren Goordinaten den drei Punkt- 
gleichungen [7=0, Z7, =0, [/2.= zu gleicher Zeit ge- 
nügen, nämlich die Ebene, welche durch die drei Punkte 
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hindurchgeht. Die Coordinaten dieser Ebene genUgen^ mit 
Rücksicht auf die Identität; der Gleichung {^3 = 0. Da nun 
alle Ebenen , welche der Gleichung 17^ «s genügen , durch 
einen und denselben Punkt U^ = gehen ^ so niuss auch die 
angegebene Ebene durch diesen Punkt gehen. 

Die beiden letzten Sätze (13) und (14) , welche analog 
gebildet sind; wie die Sätze (13) und (14) der zweiten Vor* 
lesung; kann man umkehren ^ wie jene: 

(15) . . . Wenn 17=0, 17, =0, U^^O die Gleichun- 
gen von drei Punkten sind, welche auf einer und 
derselben geraden Linie liegen, so lassen sich immer 
drei Constanten k der Art bestimmen, dass man 
identisch hat: 

kU+k,U^^Jc^U, = 

(16) • . . Wenn U=0, 17, = 0, ^2 = 0, Ü3 = 0die Glei- 
chungen von vier Punkten sind, welche auf einer 
und derselben Ebene liegen, so lassen sich immer 
vier Constanten k der Art bestimmen, dass man 
identisch hat: 

kU+k^U^-^- kJJ^ + k^U^ = . 

Die Beweise dieser umgekehrten Sätze (15) und (16) er- 
geben sich aus den Beweisen der analogen Sätze (15) und 
(16) in der zweiten Vorlesung; man braucht nur die Bedeu- 
tung der Punkte und Ebenen zu vertauschen. 

Betrachtet man irgend ein ebenes Dreieck, dessen Ecken 
durch die Punktgleichungen in der Normalform gegeben seien : 

A = o, A = 0, ^2 = 0, 

so hat man nach dem Vorhergehenden für die Halbirungs- 
punkte der Seiten die Gleichungen: 

Ä, + ±,^0, ^2 + ^ = 0, ^ + ^, =0. 

und die Gleichung: 

stellt einen Punkt im Räume dar, der nach (14) in der Ebene 
des Dreiecks und nach (13) auf jeder der drei geraden Linien 


■ I 
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liegt, welche die Mittelpunkte der Seiten des Dreiecks ver- 
binden mit den gegenüberliegenden Ecken. Es ist dieses ein 
Satz, dem man folgenden Ausdruck geben kann: 

Wenn man die Mittelpunkte der Seiten eines 
ebeneü Dreiecks verbindet durch drei gerade Li- 
nien mit den ihnen gegenüberliegenden Ecken, so 
schneiden sich die drei Verbindungslinien in einem 
und demselben Punkte, dem Schwerpunkte des 
Dreiecks. 

Drücken die Punktgleichungen in der Normalform: 

Ä, = 0, Ä, = 0, Ä, = 0, Ä, = 

die Ecken eines Tetraeders aus, so hat man für die Halbirungs- 
punkte der Kanten die folgenden Gleichungen: 

A + ^,=0, ^, + ^3 = 0, 

Ä, + A, = 0, Ä, + A^ = 0, 
JL, + ^3 = 0, A,-\-Ä, = 0. 

Zwei von diesen, in derselben Horizontallinie stehenden, Glei- 
chungen zu einander addirt geben dreimal die Gleichung: 

wodurch nach (13) der Beweis des Satzes geführt ist: 

Wenn man die Mittelpunkte der gegenüberlie- 
genden Kanten eines Tetraeders durch drei gerade 
Linien verbindet, so schneiden sich die drei Ver- 
bindungslinien in einem und demselben Punkte. 

Man kann aber ~ auch die zuletzt angeführte Gleichung 
vier Mal zertheilen in die Summe von drei Gliedern -f- einem 
Gliede, woraus nach (13) der Satz entspringt: 

Wenn man den Schwerpunkt einer jeden Seiten- 
fläche eines Tetraeders durch eine gerade Linie 
verbindetmit der gegenüberliegenden Ecke des Te- 
traeders, so schneiden sich die vier Verbindungs- 
linien in einem und demselben Punkte. 
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Die Analogie; welche die yorstehenden Uutersuchuiigeii 
mit der zweiten Vorlesung bieten ^ erstreckt sich auch auf die 
folgenden Untersuchungen und die dritte Vorlesung. 

Sucht man die Bedingung , welche die Ooordinaten Uy v, w 
einer Ebene zu erfüllen haben , wenn die senkrechten Ab- 
stände der Ebene von zwei durch ihre Gleichungen in der 
Normalform gegebenen Punkten: 

(17) A = 0, ^,=0 

sich verhalten sollen wie zwei gegebene Grossen üqI a^, so 
findet man: 

(18) 4i^4i = o. 

Es ist dieses die Gleichung eines Punktes. Durch ihn 
gehen also alle Ebenen ^ deren senkrechte Abstände die ge- 
kannte Eigenschaft haben. Die geometrische Anschauung 
lehrt; dass dieser Punkt auf der durch die beiden Punkte 
gehenden geraden Linie liegt. Daher stellt die Gleichung (18) 
einen Punkt dieser geraden Linie, dar. Die geometrische An- 
schauung lehrt ferner y dass die Abstände dieses Punktes selbst 
von den beiden gegebenen Punkten sich ebenfalls verhalten 
wie die gegebenen beiden Grossen rr,) : a, . Daraus kann mau 
wiederum schliessen^ dass die Gleichung (IH) jeden beliebigen 
Punkt auf der Verbindungslinie der beiden gegebenen Punkte 
ausdrückt. Denn^ welches auch der auf der Verbindungslinie 
angenommene Punkt sei, es wird (18) die Gleichung dieses 
Punktes sein, wenn a^ und dj die Abstände desselben von den 
gegebenen beiden Punkten ausdrücken. 

Bringt man, indem man 1^= — setzt, (18) auf die Form: 

(19) A^ — XA^=0 

und bezeichnet die gegebenen beiden Punkte mit und 1, 
und einen dritten beliebigen Punkt auf der Verbindungslinie 
der gegebenen Punkte mit 2, so wird dieses die Gleichung des 
Punktes 2 sein, in der Voraussetzung, dass A den Werth hat: 

(20) ^ = g?)- 

Dieser Punkt liegt zwischen den gegebenen beiden Punkten, 
oder ausserhalb derselben, je nachdem A negativ oder positiv ist. 
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Ein anderer Punkt 3, der ebenfalls auf der geraden Linie 
liegt, hat zur Gleichung: 

(21) Äq- (IÄ^=:0. 

Das Verhältniss: 

/oox X _ (20) , (30) 

^ ^ (i (21) • (31) 

nennt man das anharmonische Verhältniss des Punkte- 
paares 2 und 3 zu dem Punktepaare und 1. 

Das anharmonische Verhältniss wird wieder -, wenn die 

Gleichungen der beiden Punktepaare in der Form gegeben 

sind : 

(23)..Fo = 0, Fi=0, Fo — ifF,=0, Fo— mFi = 0, 

wovon man sich leicht überzeugt, wenn man die allgemeinen 
Formen Fo, V^ der Gleichungen des ersten Punktepaares durch 
ihre Normalformen ausdrückt. 

(24) . . . Gegeben sind die Gleichungen von vier 
Punkten, die auf einer und derselben geraden Linie 
liegen: 

ir„-Acr,=o, Uo-nU,=0; ü„-x,f7,=o, o,-^,cr,=o, 

das anharmonische Verhältniss des letzten Punkte- 
paares zu dem ersten zu bestimmen. 

Durch Zurückführung der gegebenen Formen auf die Formen 
(23) erhält man aus den letzteren das gesuchte anharmouische 

Verhältniss - gleich: 

(25) ^^^^ : ^-=^ • 

Das anharmonische Verhältniss wird zu einem harmoni- 
schen Verhältniss, wenn ersteres den Werth — 1 an- 
nimmt, und die beiden Punktepaare werden unter dieser Be- 
dingung harmonische Punktepaare. Man erhält daher 
aus (22) die Bedingung für harmonische Punktepaare auf einer 
geraden Linie: 

(oa\ (20) , (30) _ ^ 

^^^> (2i) + (3iy — ^' 
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Es ist dieses dieselbe Gleichung ^ welche wir am Schlüsse 
der dritten Vorlesung unter (23) als Definition von harmoni- 
schen Punkten auf einer geraden Linie aufgesteUt haben zum 
Zwecke der Uebertragung von Sätzen der Eugeloberfläche auf 
die Ebene. Ihre Discussion für specielle Fälle giebt eine Vor- 
stellung von der Läge von zwei harmonischen Pnnktepaaren 
zu einander. So kann man zum Beispiel bemerken, wenn 
von einem Punktepaare, welches harmonisch ist zu einem 
gegebenen Punktepaar , der eine Punkt zwischen die gegebe« 
uen fallt, dass der andere ausserhalb liegt; wenn der eine 
Punkt die von dem gegebenen Punktepaar begrenzte gerade 
Linie halbirt, dass der andere in das Unendliche fällt, und 
umgekehrt; endlich, wenn der eine Punkt einem der gegebe- 
nen unendlich nahe rückt, dass der andere ihm ebenfalls un- 
endlich nahe rückt, so dass im Grenzfalle drei Punkte zu- 
sammenfallen. 

Da für harmonische Punkte «^ — 1 ist. so sieUen sich 

die Gleichungen zweier harmonischen Punktepaare also dar: 

(27).. F„ = 0, F,=0, F,-ir, = 0, Fo + iF, = 0. 

Sind allgemeiner die Gleichungen von zwei Punktepaaren 
auf derselben geraden Linie gegeben in der Form (24), so 
erhält man die Bedingung, dass sie harmonisch zu einander 
seien, wenn man (25) gleich — 1 setzt, woraus die Bedin- 
gungsgleichung hervorgeht: 

(28) . . . A'f*-i(A + ,t)(A,.f ^O + ^i/^i-O. 

Wenn daher von zwei harmonischen Punktepaaren drei 
Punkte gegeben sind, so ist der vierte harmonische Punkt 
unzweideutig bestimmt. Aber es ist nicht das Punktepaar 
bestimmt, welches harmonisch ist zu einem gegebenen Punkte- 
paar. Deshalb kann man sich die Aufgabe stellen: 

(29) . . . Dasjenige Punktepaar zu bestimmen, wel- 
ches harmonisch ist zu jedem von zwei gegebenen 
Punktepaaren, die auf derselben geraden Linie 
liegen. 

Sind: U^ — X^V, =0, l\ — l,U,=0, 
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die Gleichnngen der gegebenen Punktepaare, nnd 

U^ — liU^^Q 

die Gleiebungen des gesuchten Pnnktepaares, so hat man die 
Bedingongsgleichnngen : 

^^-i(^ + p) (^ + f»o) + V<. = o, 

if.-ia + tt) (a, + ,t,) + V, = o. 

Hiemach sind die Unbekannten X nnd f& als die Wurzeln 
einer leicht zu bildenden quadratischen Gleichung bestimmt. 
Man wird daher nur ein einziges PunW«paar finden, welches 
zu den gegebenen beiden harmonisch ist. 

Drei Punktepaare auf derselben geraden Linie bilden eine 
Involution, wenn ein viertes Punktepaar gefunden werden 
kann, welches harmonisch ist zu jedem der drei Punktepaare. 

Zwei gegebene Punktepaare auf derselben geraden Linie 
bestimmen nach dem Vorhergehenden dasjenige Punktepaar, 
welches harmonisch ist zu jedem der gegebenen Punktepaare. 
Ein drittes zu dem bestimmten Punktepaare harmonisches 
Punktepaar wird also mit den gegebenen beiden eine Invo- 
lution bilden. Da aber von diesem dritten Punktepaare ein 
Punkt auf der geraden Linie beliebig gewählt werden kann, 
so sieht man, dass von drei Punktepaaren der Involution fünf 
Punkte auf der geraden Linie beliebig angenommen werden 
können , dass der sechste Punkt der Involutioti aber durch sie 
bestimmt ist. Es findet daher zwischen drei Punktepaaren 
auf derselben geraden Linie nur eine Bedingungs^leichung 
statt, wenn si^ eine Involution büden. 

(30) ... Es sind die Gleichungen von drei Punkte- 
paaren auf derselben geraden Linie gegeben: 

^--10^1 = 0, F„-A,F, = 0, F„-X,F,=0, 

die Bedingung anzugeben, unter welcher diese drei 
Punktepaare eine Involution bilden. 

Stellt man die drei Bedingiingsgleichungen in der Form 
(28) auf, die erfüllt werden müssen, wenn sich ein Punktepaar: 
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F,-^F, = 

bestimmen lassen soll, welches harmonisch ist zu jedem der 
gegebenen Punktepaare, und eliminirt aus diesen drei Be- 
dingungsgleichungen A -f- f und X(i j so erhält man die ge- 
suchte Bedingungsgleichung: 

(31) (X,-fi,) (A,-^,) (A,-^,)+(p,-A,) (p,-A,) (f.,-Ao) = 0. 

Diese Bedingungsgleichung wird, wenn man setzt Xq = (1^^ = X 
und zugleich A.^ = fij = f^^ ^^ Bedingungsgleichung für vier 
harmonische Punkte, die man erhält, wenn man den Aus- 
druck (25) gleich — 1 setzt. Deshalb hat man den Satz: 

Wenn von drei Punktepaaren der Involution das 
eine Punktepaar mit einem Punkte, ein zweites 
Punktepaar mit einem zweiten'Punkte zusammen- 
fallen, so ist das dritte Punktepaar der Involution 
harmonisch zu den beiden Punkten. 

Diese Gleichung (31) geht ferner über iu: 

wenn die Gleichungen der drei Punktepaare in der Form ge- 
geben sind: 

woraus mit Rücksicht auf (20) die Relation hervorgeht: 

/q9N 120) (30) _ (40) (50) _ ^ 

^^"^ (21)" • (31) (41) " (61) — "' 

wenn A^ und A^ die Normalformen bedeuten für das erste 
Punktepaar und 1, und man das zweite Punktepaar mit 2 
und 3, und das dritte Punktepaar mit 4 und 5 bezeichnet. 

Die abgeleitete Gleichung (32) kann als Definition dienen 
für drei Punktepaare der Involution, gleich wie die beiden 
anderen Gleichungen, welche aus ihr durch Vertausclumg von 
je zwei Punkten der drei Puuktepaare hervorgehen. 

Es lassen sich aber auch die Gleichungen von drei Puukte- 
paaren der Involution immer auf die Form zurückführen: 
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^ ^ n + 'lo T". == , F„ + A.F,=0, Fo + A,F,=0, 

indem man das Punktepaar zum Grunde legt Vq = und 
Vi = Oy welches harmonisch ist zu jedem Punktepaare der 
Involution. 

Setzt man , um diese Gleichungen symmetrisch durch drei 
Symbole auszudrücken: 

V XV ^» , V IV ^* 


V XV— ^g , 

SO hat man die identische Gleichung: 

(34) üo+cr,+ ir, = o, 

und die Gleichungen der drei Punktepaare der Involution (33) 
stellen sich also dar: 

?7o = 0, ?7, =0, ?72 = 0, 

(35) üj_Ut^Q ^^Eo^Q f^o _ ^ _ 

indem die Grössen fi^y /i^, fi.2: 

A| *"~* Aj Aj ~~" Aq Aq ^"~ A| 

ebenso willkürlich bleiben als die Grössen Aq, A|, Aj. 

Man braucht daher nur die Gleichungen von drei Punkte- 
paaren auf die Form (35) zurückzuführen und die identische 
Gleichung (34) nachzuweisen, um den Beweis zu führen, dass 
die drei Punktepaare eine Involution bilden. 

Neben den Relationen (32) zwischen den Entfernungen 
der Punkte der Involution von einander hat man nocli andere, 
die sich aus den Gleichungen (34) und (35) leicht ableiten 
lassen, wenn man die Symbole Üq, U^, TJ^ durch ihre Nor- 
malformen : 

ersetzt, wodurch (34) und (35) übergehen in: 
(36) ^> -1- Ai + i? = , 
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^^ = , ^1=0, A = ^, 

^ ^ _-^l_ ^_ -^L s= ^« -^i?. j__. () '^o ^' _— Q 

Denn es ist nach (20) für die vorliegenden drei Punkte- 
paare Ol, 23, 45: 

p.j*, ^ (12) p,^, ^ (34). ^ojtio ^ (r>(0 

p,ft, (14)' pof^o (30)' v,^, (52) 

, woraus man durch Multiplication sämmtlicher Gleichungen 
erhält: 

- ^ (12) • (34) • (50) 
(14) . ^;M)) . (52) 

Es ist dieses dieselbe Gleichung, auf welche am Ende der 
dritten Vorlesung (24) die Betrachtung des unendlich Kleinen 
zurückführte. Aus ihr erhält man endlich durch Vertauschung 
von mit 1, oder 2 mit 3, oder 4 mit 5 noch drei andere 
Relationen neben der Gleichung (38), die alle dieselbe Be- 
dingung, aber in anderer Form, ausdrücken und sich daher von 
einander ableiten lassen müssen. 

Es wird dieses genügen, um die doppelte Deutung von 
linearen symbolischen Ausdrücken und Gleichungen von drei 
Yariabeln anschaulich zu machen. Die weitere Durchführung 
derselben in dem letzten Theile der dritten Vorlesung unter- 
liegt keinen Schvrierigkeiten. Wir übergehen Sie aber, weil 
sie nur zu solchen geometrischen Sätzen fahrt, die bereits 
durch das Princip der Kugel allgemeiner auf der Kugelober- 
fiäche nachgewiesen wurden und ihre Geltung in der Ebene 
durch die erwähnte Betrachtung des unendlich Kleinen er- 
langen. 

Wir schliessen diese Vorlesung mit einer Betrachtung des 
Tetraeders. Es seien: 

J^ = 0, ^, = 0, A^ = 0, ^3 = 

die Gleichungen der Ecken desselben. Irgend drei beliebige 
Punkte auf den von der Ecke ^^j == ausgehenden Kanten 
stellen sich unter der Form dar: 

^ ^t __. A f^o :4* -= - •= 

Die Differenzen dieser Gleichungen ergeben: 

HsssZf analyt. Geometrie d. Baumes. 2. Aafl. 5 
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^ "^^0 — — * = — — =0 

als Gleichungen von drei Punkten auf den drei anderen Kan- 
ten des Tetraeders; die zugleich auf der durch die drei ersten 
Punkte gelegten Ebene liegen. Man kann also sagen, dass 
man durch die sechs Kanten des Tetraeders eine beliebige 
Ebene gelegt habe. Die Schnittpunkte derselben mit den sechs 
Kanten drücken jene sechs Gleichungen aus. Die Gleichun- 
gen der vierten harmonischen Punkte auf den Kanten des 
Tetraeders sind dann respective: 


«2 «3 «8 ^1 «I «t 

Durch Addition je zweier von diesen Gleichungen, die 
unter einander stehen, erhält man die Gleichung: 

Aq , Af \ A^ I Ap __ ^. 

Darauf beruht aber nach (13) der Beweis des Satzes: 

Wenn man die Kanten oder die Verlängerungen 
der Kanten eines Tetraeders durch eine Ebeneschnei- 
det, und auf jeder Kante zu dem Schnittpunkte den 
vierten harmonischen Punkt construirt, so schnei- 
den sich die drei geraden Linien, welche die vier- 
ten harmonischen Punkte auf den gegenüberliegen- 
den Kanten paarweise verbinden, in einem und dem- 
selben Punkte. 

Rückt die, die Kanten des Tetraeders schneidende. Ebene 
in das Unendliche, so werden die vierten harmonischen Punkte 
die Mittelpunkte dey Kanten. 
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Sechste Vorlesung. 

Homogene Coordinaten. Gerade Linien im 

Baume. 


Um die Vortheile der Symmetrie in der analytischen Geo- 
metrie zu haben y drückt man den Ort eines Punktes im Räume 
durch vier Coordinaten x, y, z, p aus. Man versteht dar- 
unter vier Grössen, deren Verhältnisse ^ > ^7 - die ire- 

bräuchlichen rechtwinkligen Coordinaten des Punktes darstel- 
len. Wir werden fortan jene vier Grossen die Coordinaten, 
oder die homogenen Coordinaten des Punktes nennen, die 
angegebenen Verhältnisse dagegen die rechtwinkligen 
Coordinaten des Punktes. 

Dieses vorausgesetzt, werden die Coordinaten eines Punk- 
tes die Lage desselben im Räume zwar unzweideutig bestim- 
men, aber nicht umgekehrt sind die Coordinaten eines Punk- 
tes vollständig bestimmt, wenn die Lage des Punktes im 
Räume gegeben ist. 

Ein Punkt im Räume hat hiemach unendlich viele Werthe 
seiner Coordinaten, deren Verhältnisse zu einander aber be- 
stimmt sind. Umgekehrt werden mehrere Systeme von Coor- 
dinaten einen und denselben Punkt bestimmen, wenn ihre 
Verhältnisse dieselben sind. 

Die Gleichung einer Ebene durch rechtwinklige Coordi- 
naten ausgedrückt: 

Ax-{-By'{'Cz'\-D = 

wird durch Einführung der homogenen Coordinaten, indem man 

~y -} - respective füra?, y, z setzt, und mit i) multiplicirt, 

ZU einer homogenen Gleichung derselben Ebene: 

Ax + By+Cz+ Dp = 0. 

Ist daher U = die Gleichung einer Ebene in recht- 
winkligen Coordinaten und man setzt pU= TF, so wird W=0 
die homogene Gleichung derselben Ebene, wenn man für die 
Producte xp^ yp, zp, p die neuen Coordinaten Xfy,z,p setzt. 
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Umgekehrt^ ist W=0 die homogene Gleichung einer 
Ebene, so braucht man in ihr nur ^ = 1 zu setzen, um die 
Gleichung derselben Ebene in rechtwinkligen Coordinaten zu 
erhalten. 

Man ersieht hieraus, dass sich mit den homogenen For- 
men der Gleichungen von Ebenen ebenso operiren lässt, als 
mit den allgemeinen Formen. 

Sind zum Beispiel die Gleichungen von zwei Ebenen- 
paaren, die sich in derselben geraden Linie schneiden, in der 
allgemeinen Form gegeben: 

f7^ = 0, ?7, =0, üo — Af7i = 0, Uo — iiU, = 0, 

so stellen sich die Gleichungen dieser Ebenen, indem man 

setzt jp Uq == Wq, pU^ = W^ in der homogenen Form ebenso 

dar: 

T7o = 0, Tr,=0, Wo — ^W^=0, W^ — [iW, = 0, 

Diese homogenen Gleichungen gehen wieder in die vorher- 
gehenden über, wenn man p = 1 setzt. Das anharmonische 

Verhältniss -^ des zweiten Ebenenpaares zu dem ersten lässt 

sich im ersten wie in dem zweiten Falle aus den Gleichun- 
gen ablesen. 

Gleichzeitig drückt man die Lage einer Ebene im Räume 
Äirch vier Ebenencoordinaten, homogene Ebenencoordi- 
naten, u, v, w, r aus. Man versteht darunter, die Goeffici- 
enten der Variabein in xler homogenen Gleichung der Ebene. 
Die gebräuchlichen rechtwinkligen Ebenencoordinaten sind 
demnach die durch die Lage der Ebene im Räume gegebenen 

Verhältnisse -;-;—• 

r r r 

Die Gleichung eines Punktes: 

Au + Bv + Cw-{-D = 

wird durch Einführung der homogenen Ebenencoordinaten, 
indem man — ? — > — für u, v, w setzt und mit r multipli- 
cirt, zu einer homogenen Gleichung desselben Punktes: 

Äu + Bv + Cw + Dr = 0. 

Ist daher U =0 die Gleichung eines Punktes in recht- 
winkligen Ebenencoordinaten, und man setzt rU=Ii, so 
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wird 22 = die homogeue Gleichung desselben Punktes , wenn 
man für ru, tv, rw, r respective setzt u, v, «?, r. 

Ist umgekehrt 12 «=» die homogene Gleichung eines Punk- 
tes ^ so geht dieselbe; wenn -man in ihr r »» 1 setzt; in die 
durch rechtwinklige Ebenencoordinaten ausgedrückte Glei- 
chung desselben Punktes über. 

Für diese homogenen Formen der Punktgleichungeu gel- 
ten daher dieselben Entwickelungen, die wir für die allge- 
meinen Formen der Punktgleichungen gegeben haben. 

Sind zum Beispiel die homogenen Gleichungen von zwei 
Punktepaaren auf ^derselben geraden Linie gegeben in der 
Form: 
22o = 0, JB, =0; JBo — AU, =0, «o — f*^i = 0, 

so hat man d^ anharmouische Yerhältniss des zweiten Punkte- 
paares zu dem ersten gleich 

Der Yortheil der homogenen Coordinaten tritt erst in den 
folgenden Betrachtungen zu Tage. 

Wenn man mit Ek den Ausdruk bezeichnet: 

lik = Xkt( + ifiV + ZkW -\-pkr y 
so sind: 

. Äo = 0, ü, = 

die homogenen Gleichungen zweier Punkte und 1 ; die durch 
ihre Coordinaten r^, y^, 0^, p^ und ic,, y, , js:,, |>, gegeben 
sind. Es ist femer: 

k^B^ + l^R^ = 

die Gleichung irgend eines Punktes P auf der Verbindungs- 
linie der beiden gegebenen .Punkte. Bezeichnet mau mit x, 
tjy 2, p die Coordinaten dieses Punktes und bestimmt diesel- 
ben aus der zuletzt angegebenen Gleichung , so erhält man: 

Z = X^Z^ -f- Aj^J ; 

P = Aü!>o + ^iPi • 

Hieraus ergeben sich nun die Coordinaten x, y, z, p aller 
Punkte auf der Verbindungslinie der beiden Punkte und 1; 
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wenn man ^q und Aj beliebig variiren lässt. Man kann aber 
auch A^, = 1 setzen und allein X^ variiren lassen. Die Coor- 
dinaten des zu P harmonischen Punktes erhält man aus (1), 
wenn man Aj in — Aj umwandelt. 

Aus den gegebenen Gleichungen von drei Punkten 0, 1, 2: 

jB^ = 0, Üi=0, 1^2 = 

setzt sich die Gleichung eines beliebigen Punktes der Ebene 
zusammen^ die durch die gegebenen drei Punkte hindurch- 
geht: 

Die Coordinaten x, y^ z, p dieses Punktes stellen sich dar wie 
folgt: . 

X = Aq^Jq + Aj^Jj -f~ ^2^2? 
• /2\ y== hVo + ^iJ/l + ^2^2^ 

Z = XqZq + A^^i + A2^2; 

P = KPo + ^iP\ + '^2i>2; 

Diese Ausdrücke geben die Coordinaten aller Punkte der ge- 
nannten Ebene^, wenn man Aq, Aj, Aj beliebig variiren lässt 
oder auch nur zwei von diesen Grössen. 

Ebenso setzt sich aus den gegebenen vier Punktglei- 
chungen : 

Rq = 0, 2ij -=0, JB2 = 0, xiß = 

die Gleichung eines beliebigen Punktes im Räume zusammen : 
woraus man die Coordinaten x,y, z^p dieses Punktes erhält: 

(3) ..... 2/= ^OJ/O + KVl + ^22/2 + '''3^3 y 

^ = -^0^0 + ^J ^1 + ^2^2 + ^3^3 ; 
P = ^qPo + ^tPl + ^2^2 + ^2P^y 

Die analogen Betrachtungen, angestellt bei homogenen 
Gleichungen der Ebenen, führen auf ganz analog gebildete 
Relationen. 

Bezeichnet man nämlich mit Wk den Ausdruck: 

Wk = UkX -f VkV + WkZ + np , 
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so hat man die Gleichungen zweier durch ihre homogenen 
Coordinaten Uqj Vq, Wqj r^ und u^y v, , tv^^ r, gegebenen Ebe- 
nen und 1: 

TFo — 0, W^ = 0. 

Irgend eine' Ebene , die durch die Schnittlinie der gege- 
benen Ebenen hindurchgeht^ hat zur Gleichung: 

Wenn nun u, v, w^ r ^e Coordinaten dieser Ebene be- 
zeichnen; so hat man: 

und mau erhält die Coordinaten aller durch die genannte 
Schnittlinie gehenden Ebenen , wenn man Xq und Aj variireu 
lässt oder auch iiur eine von diesen willkürlichen Grossen. 
Fixirt man aber eine von diesen Ebenen, so erhält man die 
Coordinaten der ihr zugehörigen vierten harmonischen Ebene 
aus (4), wenn man für A, setzt — X^. 

In ähnlicher Weise drückt man die Coordinaten ti, r, w, r 
einer beliebigen Ebene, welche durch den Schnittpunkt dreier 
durch ihre Coordinaten gegebenen Ebenen hindurchgeht, durch 
folgende Gleichungen aus: 

u = AoUo + A,M, + X^u.^, 

/5X ^ = ^©«-O + ^J«^l + ^2«'2 > 

r == XqVq + A,r, + A^rj , 

Endlich lassen sich die Coordinaten u, v, to, r irgend 
einer Ebene im Baume durch die Coordinaten von vier Ebenen 
also ausdrücken: 

u = Aotio + A,Wj -f X^ii^ + A3U3, 

(6) . . ; . . ^ ^ ^^0-+ ^l V| + ^2 ^2 + ^3^3 } 

w = X^w^ -f XyW^ + X^w^ + X^w^ , 

^ = Aq^q + ^1^1 4" ^2^2 "1 ^3^3 > 


Xq 

mx, , 

Vo — 

mVi, 

«0 

mZi, 

Po 

mpi. 
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Stellt man die homogenen Gleietungen von vier Ebenen 
0, 1, 2, 3, welche sich in einer und derselben geraden Linie 
schneiden : 

zusammen mit den homogenen Coordinaten von irgend vier 
Punkten 0, 1, 2, 3, welche in derselben geraden Linie liegen: 

Xq f X^ y Xq tX^ y 

yo7 Vi, yo — iyi> 

V^y P\y Po — lP)^ 

und drückt die vier Bedingungen aus, die erfüllt werden müs- 
sen, wenn diese vier Punkte respective in den vier Ebenen 
liegen, so erhält man: 

wenn Wq^ und W^^ die Ausdrücke bezeichnen, in welche W^ 
und Wi übergehen durch Vertauschung der variabeln (Koor- 
dinaten mit den Coordinaten des Punktes 0, und wenn Wq\ 
W/ die Ausdrücke bezeichnen, in welche Wq und TF, über- 
gehen durch Vertauschung der variabeln Coordinaten mit den 
Coordinaten des Punktes 1. Aus den beiden letzten Bedin- 
gungen erhält man aber: 

1 = i 

dass heisst, die Punkte haben dasselbe anharmonische Ver- 
hältniss, als die Ebenen, auf welchen sie liegen. Sie sind 
deshalb harmonische Punkte, wenn die Ebenen harmonische 
Ebenen sind, und umgekehrt. Daraus entspringen die Sätze: 

Vier harmonische Ebenen werden durch eine 
gerade Linie in vier harmonischen Punkten ge- 
schnitten. 

« 

Vier in derselben geraden Linie sich schnei- 
dende Ebenen sind harmonische Ebenen, wenn jede 
derselben durch einen von vier harmonischen Punk- 
ten geht. 
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An diese Sätze schliessen sieh unmittelbar folgende au: 

Drei Ebenenpaare der Involution werden durch 
eine gerade Linie geschnitten in Punktepaaren der 
Involution. 

Drei Paar Ebenen, welche sich in einer und 
derselben geraden Linie schneiden, bilden eine In- 
volution, wenn jede Ebene durch einen von sechs 
Punkten der Involution hindurchgeht. 

Denn^ sind drei Ebenenpaare der Involution gegeben , und 
man construirt dasjenige Ebenenpaar, welches harmonisch ist 
zu jedem der drei gegebenen Ebenenpaare, so schneidet das 
harmonische Ebenenpaar eine gegebene gerade Linie in einem 
Punktepaare, welches harmonisch ist zu den Schnittpunkten 
eiues jeden der drei Ebenenpaare auf der gegebenen geraden 
Linie. Letztere bilden also nach der Definition €»ine Involu- 
tion. Hieraus ergiebt sich zugleich der Beweis des letzten 
Satzes, wenn man Ebenen und Punkte in geeigneter Weise 
mit einander vertauscht. 


Durch zwei in Punktcoordinaten lineare Gleichungen stellt 
man eine gerade Linie im Räume dar, nämlich die Schnitt- 
linie der beiden Ebenen , welche die linearen (Jleichungen ein- 
zeln ausdrücken: Denn die Coordinaten aller Punkte, welche 
auf dieser Schnittlinie liegen, genügen zu gleicher Zeit beiden 
Gleichungen, und umgekehrt, die Coordinaten, welche beiden 
Gleichungen zugleich genügen, gehören Punkten zu, welche 
auf der geraden Linie liegen. 

In ähnlicher Weise kann man eine gerade Linie im Räume 
durch zwei in Ebenencoordinaten lineare Gleichungen dar- 
stellen. Denn die Coordinaten aller Ebenen, welche durch 
die Verbindungslinie der beiden Punkte l^indurchgehen, ge- 
nügen zugleich beiden Gleichungen , und umgekehrt alle Ebe- 
nencoordinaten, welche den beiden Gleichungen zugleich ge- 
nügen, gehören Ebenen zu, die sicli ii^ der genannten Ver- 
bindungslinie schneiden. 
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Durch Einführung von zwei neu^en Variabein drückt man 
die gerade Linie im Räume analytisch durch vier Gleichun- 
gen aus, nämlich durch die Gleichungen (1) oder durch die 
Gleichungen (4). Aus ihnen erhält man die erwähnten zwei 
Ausdrücke der «geraden Linie, indem man durch Elimination 
von Aq und Aj zwei Gleichungen bildet, im ersten Falle zwei 
lineare Gleichungen in Punktcoordinaten, im zweiten Falle 
zwei lineare Gleichungen in Ebenencoordinaten. 

Es bringt bisweilen Vortheil, eine gerade Linie analy- 
tisch durch drei Gleichungen auszudrücken, indem man nur 
eine neue Variable einführt, wie folgt: 

Wenn a, 6, c die rechtwinkligen Goordinaten eines gege- 
benen Punktes o auf einer geraden Linie ausdrücken, und 
a, /3, y die Winkel, welche die gerade Linie mit den Coor- 
dinatenaxen bildet, so ist durch diese Bestimmungsstücke die 
Lage der geraden Linie im Räume unzweideutig gegeben, 
und die rechtwinkligen Coordinaten ic, y, z eines beliebigen 
Punktes ^ auf der geraden Linie werden nicht mehr willkür- 
lich sein-, sondern gewissen Bedingungen genügen müssen. 
Um diese Bedingungen zu erhalten, projicire man die be- 
grenzte gerade Linie öp, deren Länge mit r bezeichnet werde, 
auf die Coordinatenaxen. Das eine Mal erhält man diese 
Projectionen gleich x — a^ y — 6, z — c, das andere Mal 
gleich r cos a, r cos ß, r cos y. Man hat daher für die ge- 
rade Linie die Gleichungen: 

X — a = r cos a , 

(7) y — 6=>cos/?, 

z — c = r cos y , 

ausgedrückt durch die rechtwinkligen Goordinaten eines ge- 
gebenen Punktes auf ihr und durch die Winkel, die die ge- 
rade Linie mit den Coordinatenaxen bildet. Man erhält hier- 
aus die rechtwinkligen Goordinaten x, y, z aller Punkte der 
geraden Linie, indem man r beliebig variiren lässt, oder die 
Gleichungen zweier Ebenen , welche sich in der geraden Linie 
schneiden, wenn man die variable Grösse r eliminirt, welche 
die Entfernung des yariabeln Punktes p von dem gegebenen 
Punkte der geraden Linie ausdruckt. 
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Wir scbliessen diese Vorlesung mit zwei Aufgaben, deren 
Auflosungen Gelegenheit geben werden, Formehi, welcbe in 
der ersten Vorlesung entwickelt wurden^ in Anwendung zu 
bringen. 

(8) . . . Den senkreckteji Abstand /l eines gegebe- 
nen Punktes' von einer gegebenen geraden Linie im 
Räume zu bestimmen. 

Die Coordinaten des gegebenen Punktes seien a^^h^yC^y 
und die Gleichungen der gegebenen geraden Linie: 

X — a^^ r . a y 
y - b^r .ß, 
e — c = r . y, 

wo a, /J, y der Kürze wegen die Cosinus der Winkel aus- 
drücken^ welche die gegebene gerade Linie mit den Coordi- 
natenaxen bildet. 

Fallt man von dem gegebenen Punkte {a^y b^, c^) auf 
die gegebene gerade Linie das Loth ^y und verbindet den 
gegebenen Punkt mit dem in der geraden Linie gegebenen 
Punkte (a, b, c) durch eine Gerade A, so bilden das Loth ^y 
die coustruirte Gerade A und das Stück li der gegebenen 
geraden Linie ^ welches zwischen beiden liegt, ein rechtwink- 
liges Dreieck, in welchem man hat: 

J^Ä. sin {AB). 
Es ist nun: 

sin(^B) = K{(/Syi-/S|y)^+(y«,-yi«)^ + («/J,-«,/J)^}, 

wenn «,, /Jj, y^ die Cosinus der Winkel bezeichnen, welche 
die Gerade A mit den Cordinatenaxen bildet. Diese Cosinus 
drücken sich aber so aus: 

Setzt man diese Werthe in die letzte Gleichung und den sich 
daraus ergebenden Werth von sin (AB) in die erste Glei- 
chung, so erhält man den gesuchten senkrechten Abstand: 

/( [ß(c-c,)-rib-h)\^ 
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Um noch die Coordinaten |, iy, § des Pusspunktes des 
Lotbes ^ auf der gegebenen geraden Linie zu bestimmen, 
drücken wir 5 aus, wie folgt: 

£ = ^ . cos (AB) = A (««1 + /5/5, + yy.) , 

und durch Einsetzen der oben angegebenen Werthe von «j, 

Ist hierdurch aber die Länge von 5 bestimmt, so erhält man 
durch Projection derselben auf die Coordinatenaxen : 

g — 1 a = 5 . a, 

rj—h = B.ß, 

g _ c = B.y. 

(9) . . . Die kürzeste Entfernung zweier geraden 
Linien im Räume von einander zu bestimmen. 

Es seien die Gleichungen der gegebenen beiden geraden 
Linien Ly L^:^ 

X — a = r . a y Xy — a^ = r, . a, , 

tj — h=r.ßy yi — &i = n . /3, , 

3 — c = r , y y z^ — ^1 = ^1 • yi • 

Das Quadrat der Entfernung iJ eines beliebigen Punktes {x, y, z) 
der einen geraden Linie von einem beliebigen Punkte {x^y 
Vi 7 ^i) ^^^ anderen geraden Linie stellt sich als Function der 
Coordinaten der beiden Punkte so dar: 

Diese Coordinaten sind so zu bestimmen, dass R^ unter 
den angegebenen, zwischen ihnen stattfindenden, Bedingungs- 
gleichungen ein Minimum werde. Denkt man sich aber die 
Werthe der Coordinaten aus den gegebenen Gleichungen der 
geraden Linien in den Ausdruck JJ^ eingesetzt, so wird JR^ 
eine Function allein der von einander unabhängigen Variabein 
r und >!• Die Differentialrechnung lehrt die Werthe der Varia- 
bein bestimmen, welche eine solche Fucntion zu einem Mini- 
mum machen. Dieses geschieht aus den beiden Gleichungen : 

— = ^^- = 
dr ^ dvi 
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« 

Setzt man die sieh aus diesen beiden Gleichungen ergeben- 
den Werthe der Variabein r und rj in die Gleichungen der 
beiden geraden Linien ein, so erhält man die (Joordinaten 
(x, y , z) und (ic, , y^ , z^) der Begrenzungspunkte der kürzesten 
geraden Linie i2 auf den beiden gegebenen geraden Linien. 
Die zuletzt genannten beiden Gleichungen stellen sieh, 
wenn man für B?^ seinen angegebenen Werth setzt, also dar: 

{X — X{)a +(y-y,)/J +(^_^,)y =0. 

(x — a^o«! + (y — ydßi + (^ — ^i)yi = 0. 

Da aber die Differenzen x — t, , y — y, , z — z^ der (Joor- 
dinaten der Begrenzungspunkte der kürzesten geraden Linie li 
sich verhalten wie die Cosinus «3, /Sa, y^ der Winkel, welche 
die kürzeste Linie R mit den Coordinatenaxen bildet, so kann 
man diese Gleichungen auch so schreiben: 

«a^i + Z'sA + nyi — 0, 

in welcher Form die linken Theile der Gleichungen die Cosi- 
nus der Neigungswinkel ausdrücken, welche die kürzeste Linie 
E mit den gegebenen beiden Linien L und L^ bildet. Da 
diese Cosinus aber gleich sind, so folgt hieraus, dass die 
kürzeste Linie 22 senkrecht steht auf jeder der beiden gege- 
benen Linien L und L^. 

Aus diesen Gleichungen ergeben sich die Verhältnisne 
von «3, ß^j y^\ 

woraus man wieder, indem man quadrirt und addirt, erhält: 
V = sm'(LL,) = (/5y, - ß,yy + (y«, - y,«)^ + (a/J, - a.ßf. 

Setzt man diesen Werth von X in die letzten drei Gleichun- 
gen, so erhält man die Cosinus der Winkel, welche die kür- 
zeste Linie mit den Coordinatenaxen bildet: 

a y«! — yi« 

P^~ 8in(7.i,) ' 

^ «ßi «iP 

^^— sin {LLf 
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Um die Länge der kürzesten Linie zu erhalten, projicire 
man die Verbindungslinie D der auf den Linien L und L^ 
gegebenen beiden Punkte (a, h, c) und (a,, b^, c^), welche 
mit den Coordinatenaxen Winkel bildet, deren Cosinus \pr 
bezeichnen mit cc^j ^27 V2y ^^ ^^^ kürzeste Linie iJ. Sie wird 
R selber sein, weil die gegebenen beiden geraden Linien L, 
Li auf der kürzesten Linie R zwischen beiden senkrecht stehen. 
Man hat daher: 

JJ = D . cos (D JJ) = D («^Ää + ß,ß, + r,y,). 
Da aber: 

DöCj == a — «1 , I)ß2 = 6 — hl, I^y-i = c — Cyy 

so erhält man aus der letzten Gleichung durch Einsetzen die- 
ser Werthe und der vorhin angegebenen für «3, /Sj, y.^ und 
sin {LLi): 

(\0) j^^ («-«i)(Pyt— Piy )+(ft-fti)(Y<yi-yi«)+(c-Ci)(«Pi--tfiP) . 

Es bleibt noch übrig, die Werthe von r und r, zu be- 
stimmen, welche JJ^ zu einem Minimum machen, um mit Hülfe 
der gegebenen Gleichungen der geraden Linien L und L^ die 
Coordinaten x, y, z und x^^ y, , z^ der Begrenzungspunkte 
der kürzesten Linie H auszudrücken. Hierzu dienen die zu 
Anfang der Untersuchung aufgestellten beiden Gleichungen, 
die sich, wenn man für Xy y, s und rr, , y^, ^, die Werthe 
aus den Gleichungen der gegebenen beiden geraden Linien 
substituirt, reduciren auf: 

{a—a^)a 4- (& — h^ß -\-{c — c,)y +^ ~^i ^^^(Ü,) =0, 
(a— ai)«i+(& — M^i+(c— ^i)yi + ^cos(Xii)— ri==0. 

Diese Gleichungen gehen, wenn man für die Differenzen 
a — a, , h — 6j , c — c^ die vorhin angegebenen Werthe Da^ , 
D/Sj, Dy-i setzt, über in: 

D cos {L D) + r — r^ cos (ü,) = 0, 
D cos {L^D) + r cos (L L,) — r^ = , 

und durch Auflosung dieser Gleichungen nach r undr^ er- 
hält man: 
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^ = ^T§;ro f^^ ^^^-^^ . cos (LZ,) — cos (L 1))] , 

Dadurch sind aber die Grössen r und r, unzweideutig bestimmt. 
Um -sie durch die gegebenen Grössen auszudrücken, hat man 
folgende Substitutionen zu machen: 

i) cos (Z D) = (a - «,) a +(6-i,)^ +(^_^,)y, 
D cos (i.D) = («. - «,) «, + (i - i.) /S, + (r - - r,) y, , 
cos (iL,) = aa, + /J/J, + yy, , 


Siebente Vorlesunar. 
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Ein wesentliches Ilülfsmittel zur Umformung von Glei- 
chungen, welche als eine der Aufgaben der analytischen Geo- 
metrie bezeichnet wurde, ist die Determinantentheorie. Um 
dieses Hülfsmittels in dem Folgenden nicht zu entbehren , sol- 
len in dieser Vorlesung der Begriff der Determinante» und aus 
ihm einige Sätze der Determinantentheorie entwickelt werden. 

Es ist eine Eigenschaft dt^s Products sämmtlicher Diffe- 
renzen von (n + 1) Elementen «(,, a, . . . a«: 

P = (fl, — Qq) («2 — rio) • • • {(^n — a„) , 

(^2 — «,)... {an — fl,) , 


{(tn — an- 1), 

welches aus ~T Facto ren besteht, dass dieses Product nur 

st 

sein Vorzeichen ändert, wenn man die Elemente a^^ und ^i 
mit einander vertauscht. Aber diese Eigenschaft gilt allge- 
mein für irgend zwei von den angegebenen Elemc^nten a^ und 
ai. Man überzeugt sich von der Wahrheit dieser Behauptung 
leicht, wenn man die Factoren also ordnet: 

+ -P = (er* — aj) n {px- — an) Tl {ai- — ai) 11 {a^- — ai) , 
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woselbst angenommen ist, dass x' und A' die Zahlen 0, 1 ... w 
mit Ausnahme der Zahlen x und X , und dass 77 (a«' — »x) 
das Product aus den Faetoren ay: — ay, etc. . . . bedeuten. Denn 
durch die angegebene Vertauschung ändert nur der erste Fac- 
tor sein Vorzeichen. Der zweite und dritte Factor gehen in 
einander über, während der letzte Factor ganz ungeändert 

bleibt. Da femer immer einer der ^^J* Faetoren von P 

verschwindet, wenn man für ein Element ein anderes setzt, 
so kann man folgende beide bemerkenswerthe Eigenschaften 
des Productes P hervorheben. 

Das Product P ändert nur sein Vorzeichen, wenn 
man zweiElemente in demselbenmit einanderver- 
tauscht. 

Das Product P verschwindet, wenn man für 
eines der {n -\- 1) Elemente ein anderes setzt. 

Die Entwickelung des Products P giebt Glieder von der 
Form : 

Vi X A. n 

■ Da aber das Product selbst aus ^ J" Faetoren besteht, so 

hat man : 

I I *i (n + 1) 

«0 + ö^l-+ • - ^n= Y 

Das angegebene Glied der Entwickelung verlangt, dass 
in derselben auch folgendes Glied enthalten sei: 

— c aJ'a' , . . a/aj- . . . a " 

mit dem entgegengesetzten Vorzeichen, als das angegebene 
Glied. Denn da durch Vertauschung der Elemente a^ und ax 
das Product P übergeht in — P, so müssen in der Entwicke- 
lung von P die Glieder paarweise mit entgegengesetzten Vor- 
zeichen vorkommen, so dass sie, abgesehen von dem Vor- 
zeichen, durch die angegebene Vertauschung der Elemente in 
einander übergehen. Hieraus folgt, dass die ^ Exponenten a^ 
und ax verschiedene ganze Zahlen sind. Denn wären sie gleiche 
Zahlen, so würden sich die beiden angegebenen Glieder der 
Entwickelung fortheben. Es sind also die Exponenten «q, «j . . . a» 
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verschiedene ganze Zahlen. Da aber die Summe derselben 
gleich — 2 ^®*> ^^ können sie nur die Zahlen sein: 

0, 1, 2, . .n 

in irgend einer Reihenfolge. 

Diese Bemerkungen geben ein Mittel an die Hand^ aus 
einem Gliede der Entwickelung von P alle übrigen zu bilden. 
Ein erstes positives Glied der Entwickelung ist: 

welches man erhält, wenn man die positiven Theile der Dif- 
ferenzen in dem Product P mit einander multiplicirt. Aus 
diesem positiven Gliede geht durch Vertauschung zweier Ele- 
mente^ oder^ was dasselbe ist, zweier Indices ein Glied der 
Entwickelung hervor, welchem das negative Vorzeichen zu- 
zuertheilen ist; aus diesem letzteren wieder ein positives, wenn 
man zwei andere Elemente oder Indices mit einander ver- 
tauscht u. s. w. 

Aus diesem Grunde erhält man aus dem angegebenen 
ersten positiven Gliede der Entwickelung von P alle Glieder 
der Entwickelung durch Permutation aller (n + 1) Elemente 
oder Indices, indem man die Exponenten ungeändert lässt. 
Die Vorzeichen dieser so gebildeten 1 . 2 . . . (n + 1) Glieder 
richten sich nach dem ersten Gliede in der Art, da^s ein 
bestimmtes Glied das positive oder negative Vorzeichen erhält, 
je nachdem es aus dem ersten durch eine gerade oder durch 
eine ungerade Zahl von Pennutationen zweier Indices hervor- 
gegangen ist. 

Ist zum Beispiel n = 2 , so erhält man auf die angege- 
bene Art die Entwickelimg des Products P=(aj — ö^q) (aj — a^) 
{a^ — «i) aus dem ersten Gliede a^® a^ a^ : 

P = ÖQ® a^^ «2^ — Uq^ a^^ a^ + ^^i^ 0"i a^ — «i^ »o* ^2 

+ a^ ÜQ^ a^ — aj^ «i* a^^* 

Man kann aber auch aus dem angegebenen ersten posi- 
tiven Gliede der Entwickelung des Produkts P alle übrigen 
Glieder durch Permutation der Exponenten herleiten, indem 
man die Indices imgeändert lässt. Das Vorzeichen eines so 
gebildeten Gliedes ist wieder das positive oder negative, je 

Hessx, analyt. Geometrie d. Baumes. S. Aufl. « 6 
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naclidem das Glied aus dem ersten positiven durch eine ge- 
rade oder ungerade Zahl von Permutationen zweier Exponen- 
ten entstanden ist. 

Denn ist ein Glied der Entwickelung von P: 

so weiss man, dass dieses ein zweites von entgegengesetztem 
Vorzeichen bediagt: 

-r %^\ • • • ^z ^x • • • % > 

welche Glieder, abgesehen von den Vorzeichen, in einander 
übergehen, Wenn man a^ niit dx vertauscht. Diese Glieder 
gehen aber, abgesehen von den Vorzeichen, auch in einan- 
der über, wenn man die Exponenten «x iHid ax mit einander 
vertauscht. Das erste angegebene Glied bedingt also das zweite 
von entgegengesetztem Vorzeichen, welches aus ihm durch 
Vertauschung irgend zweier Exponenten «x und ai erhalten 
wird. Demnach gilt dasselbe von den Exponenten, was im 
Vorhergehenden von den Indices nachgewiesen worden ist. 

Wenn man in der angegebenen Entwickelung des Pro- 
ductes P die Exponenten 0, 1, . . ^ der {n -f- 1) Elemente 
obere Indices bedeuten lässt, so hat man in der Voraussetzung, 

dassa^ Symbole seien für irgend welche Grössen, die sich mit 

X und A ändern, einen Ausdruck A von (»^ + ^Y Elementen 

a\y den man Determinante nennt. 

Wie nun die Glieder der Entwickelung des Products P 
aus dem ersten angegebenen positiven entstehen durch Per- 
mutation der unteren Indices oder durch Permutation der Expo- 
nenten , so ergeben sich auch aus dem ersten positiven Gliede 
der Determinante alle übrigen Glieder derselben, entweder 
durch Permutation der unteren oder der oberen Indices. Man 
braucht also nur das erste positive Glied der Determinante zu 
kennen, um alle übrigen Glieder derselben mit dem positiven 
oder negativen Vorzeichen aus demselben abzuleiten. Daher 
bezeichnet man die Determinante A , indem man nur das erste 
positive Glied anmerkt, mit dem Zeichen: 

(1) ^ = 2;+ Va/. ..an^ 
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Doch reicht diese Bezeichnung nicht aus in den Fällen, 
wo specielle Operationen mit den Elementen selbst auszu- 
führen sind. In ^diesen Fällen bedient man sich, indem man 
alle Elemente der Determinante angiebt, der Bezeichnung: 


(2) 


A=. 


a 


a 





7 **! > 


. . . a, 


fl^O 7 ^I 7 • • • ^» 


V;«!*; 


Om» 


Zieht man aber in Erwägung, dass alle Glieder der De- 
terminante aus dem ersten positiven Gliede entstehen durch 
Permutation der oberen oder der unteren Indices, dass das 
erste Glied selbst ungeändert bleibt, wenn man in jedem Ele- 
mente den oberen Index mit dem unteren yertauscht, so sieht 
man ein, dass man auch in der Determinante den oberen 
Inde^ eines .jeden Elementes mit dem unteren vertauschen 
kann, ohne die Determinante selbst zu ändern. Man hat daher: 


(3) 


^ = 


^0 7 ^0 7 • • • ^0 ! 
dt , U* « • . • Ut 


(*n y ö» 7 • • • 


a." 


Die Determinante Ä zeigt Eigenschaften, die den her- 
vorgehobenen Eigenschaften des Productes P ganz ähnlich 
sind, und welche sich also ausdrücken lassen: 

(4) . . . Die Determinante ändert nur ihr Vorzeichen, 
wenn man zwei untere oder zwei obere Indices der 
Elemente mit einander vertauscht. 

(5) . . . Die Determinante verschwindet, wenn man 
für einen unteren Index der Elemente einen ande- 
ren unteren Index, oder wenn man für einen oberen 
Index der Elemente einen anderen oberen Index 
setzt. 

Diese Eigenschäften der Determinante A ergeben sich 
aus der Betrachtung der Summe der beiden zuletzt angege- 
benen Glieder der Entwickelung von P, die in die entspre- 
chenden Determinantenglieder übergehen, wenn man die 
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Exponenten in denselben als obere Indiees betrachtet. Denn 
auch die Summe der beiden Determinantenglieder ändert nur 
ihr Vorzeichen, wenn man axioait aji vertauscht, oder «^ mit 
ax] sie verschwindet, wenn man für ax setzt a^; oder für ax 
setzt ax. Da nun die ganze Determinante aus solchen Glieder- 
paaren besteht, die dieselbe Eigenschaft liaben, so theilt die 
Determinante diese Eigenschaft mit ihnen. 

Um noch andere Formen der Determinante Ä hervorzu- 
heben, deren Bildungsgesetz ausei'nandergegetzt worden ist, 
betrachte man ein beliebiges Glied derselben: 

~r~ (tf. Q/^ • • • d^ ' . « . 0/ • 

— — Ol X n 

Dasselbe hat den Factor a"*. Da nun «^ irgend eine 

der Zahlen 0, 1 ... ^ bedeutet, so sieht man, dass jedes 
Glied der Determinante einen Factor hat a^ mit irgend einem 
der oberen Indiees 0, \ , . . n. Bezeichnet man daher mit 

A^ at die Summe der Glieder, welche den Factor a^ haben, 

so stellt sich die Determinante A dar als die Summe von 
Producten, wie folgt: 

(6) . . . A = Ax^ a/ + Ax^ üy} + . . . Ax"" ax" , 

wobei zu bemerken ist, dass die Ausdrücke -4/, Ax^ . . . Ax^ 
die Elemente a^^, a^^ • . • a^"* nicht enthalten. Denn enthielte 
einer dieser Ausdrücke noch eines der angegebenen Elemente, 
so würde ein Glied der Entwickelung von A zwei Factoren 
haben mit demselben unteren Tndex x. 

Aber jedes Glied der Determinante A hat auch den Fac- 
tor a^ mit irgend einem unteren Index 0, 1 . ; . w. Es stellt 

sich daher die Determinante , wenn man wie vorhin mit A^ a^ 

die Summe der Glieder bezeichnet, welche den Factor a^' 
haben, auch so dar: 

(7) . . . . J. = A^ Ch"" + A^"" «1^ + . . . An"" an"", 

indem Aq^- , Ai^- . . . An^ Ausdrücke bedeuten, die die Elemente 
«o'*, «1^ . . . «rt* nicht enthalten. Daraus folgt, dass der Aus- 
druck A^ weder die Elemente a . a\ . . a\ noch die Ele- 

mente a^, a^ , , » a^ enthält. Setzt man daher in (6) statt 
des unteren Index x der Elemente durchweg einen anderen 
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unteren Index Xy oder in (7) statt des oberen Index x der 
Elemente durchwegreinen anderen oberen Index X, so erhält 
man mit Bücksieht auf (5): 

(8) o = j>; + .4>;+...^;«;. 

(9) = ^; a,' + A;' «/ + . . . A^a^. 

Die (n + 1)^ eingeführten Ausdrücke Ä^ lassen sich auch 

als die partiellen Differentialquotienten der Determinante A, 

nach den Elementen derselben genommen, darstellen. Denn 

differentiirt man die ßleichung (6) oder (7) partiell nach a'; 

so erhält man: 

cA j,i 

x 


(10) ;'-4 = ^ 


^«x 


Sie lassen sich aber auch als Determinanten darstellen. 
Denn setzt man zum Beispiel x = a^* = a^ . . . = a^," = 0, 
so erhält man aus (6) mit Rücksicht auf (2): 


/l " ^/ ff 


(11) I ^ ' «i'' •••««': = ^„« «„«; 


n 


, «i", . . . a, 

Ebenso erhält man aus (7)^ wenn man setzt %:s=za^^=a^ 
. . . = a»*^ == 0, mit Rücksicht auf (2): 

ao% 0, ... ; 


(12) ' ^oS <»iS • • • »»•' 


^0 ; ^1 ; • • • ^n 


>| /» 


Geht man auf die Bildungsweise der Determinante Ä aus 
ihrem ersten positiven Gliede zurück und permutirt alle obe- 
ren Indices 1 ^ 2 . . . n oder alle unteren Indices 1 ^ 2 . . , n 
(mit der Anmerkung des richtigen Vorzeichens eines jeden 
Gliedes), so sieht man, dass mim nicht alle Glieder der Deter- 
minante erhält, sondern nur die Glieder, welche den Factor 
«0® haben. Da die Summe dieser Glieder aber ist: A^^ Uq^, 
so hat man mit Unterdrückimg des Factors Uq^: 

(13) A^^=2J±a^^ a,,2 . . . a„«, 
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woraus man durch Vergleichung mit (11) und (12) erhält: 


(14) . . . 


^ 1 ? * * * ** 
7 1 9 * * * 'l 

? ^1 ? • • * ^'l 


«0», 0^* . . . 


9 1 9 ' * * * 


9» 


J 1 ^ ' ' * ** 


In gleicher Weise erhält man aus dem ersten positiven 
Gliede der Determinante A durch Permutation der oberen oder 
dier unteren Indices 0, 1 . . . (n — 1) die Summe der mit a»** 
multiplicirten Glieder a„" 2^+ a^ a^ . , , ^^\ ^®^ Determi- 
nante. Da diese Summe aber gleich ist A^ a^y so hat man 
mit Unterdrückung des Factors a«": 

(15) ^„^ = 27+ «0^ «1^ . . • K-i^ ^ 

Es ergiebt sich hieraus eine Regel zur Bildung der Par- 
tialdeterminante A^ in (13) und der Partialdeterminante A^C^ 
in (15) aus der Determinante' J.. Unterdrückt man nämlich 
sämmtliche Elemente in der Determinante J., welche mit a^ 
in derselben Horizontalreihe und in derselben Verticalreihe 
stehen, so bilden die übrig bleibenden Elemente die Deter- 
minante -4^*^. Das Gleiche lässt sich von der Determinante 
A^ sagen, wenn man für das Element a^ das Element a«'* 
nimmt. 

Da man durch mehrmalige Vertauschung zweier Horizon- 
talreihen oder zweier Verticalreihen der Elemente in der 
Determinante Ay wodurch sich nur das Vorzeichen der 

Determinante ändert, das Element a immer in die Stelle 
des ersten Elementes a^^ bringen kann, so sieht man, dass 
auch alle Grössen A^^ welche wir in (10) als partielle Dif- 
ferentialquotienten der Determinante A erkannt haben, sich 
wie in (13) und (15) als Determinanten von n^ Elementen 
darstellen lassen. 

Die ßildungsweise der Partialdeterminante ' A aus der 
Determinante A stellen wir auf ohne Beweis, den man aus 
dem Vorhergehenden leicht entnehmen kann. 

„Aus der Determinante A erhält man die Partialdeter- 

„minante A^ dem absoluten Werthe nach, wenn man in A 
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y^sämmtliche Elemente unterdrückt, welche mit a\ in dersel- 
;;ben Horizontalreihe und in derselben Yerticalreihe stehen. 
^;Das Vorzeichen wird das positive oder negative je nachdem 
'„{x + A) eine gerade oder ungerade Zahlisf 

Setzt man in der Gleichung (7), in welcher x = n sei, 
a„" -f-P för a«*, so geht dieselbe über in: 


Ofn « Oft % • » m C»n 


"0 ^"'1 ; 


O/ti • Äi I • • • Qf% 


ao«,a,",...(an"+l>) 


=^»a«»+ Va,»+... ii«»a««+^,»p 


oder in: 


(16) . , . 


^=A + A«i), 


Ö^Q ; öj , • • • ön 


«0*7 «i"* • • • («•"+!>) 




Die Gleichungen (6) bis (9) dienen zur Auflosung zweier 
Systeme linearer Gleichungen mit den (n -f- 1) Unbekannten 
a?o, Xy. . .Xn und den (n + 1) Unbekannten Fq, F| . . . F«, 
die sich unter der Voraussetzung , dass k die Zahlen bedeu- 
tet 0^ 1 . . . n, in abgekürzter Form also darstellen: 

(17) .... Xi = «/ Xo + a/ Xj + . . . an^ Xn. 

(18) yi = ax^ FoH- ga* r,+ . . . dz* F». 

Multiplicirt man nämlich (17) mit A^y setzt für A alle 

Zahlen 0, 1 . . . n und addirt; oder multiplicirt (18) mit A^t 
setzt für A alle Zahlen 0; 1 . . . n und addirt ^ so erhält man 
mit Rücksicht auf (6) bis (9): 

(19) . . . Ax^ = A^P Zo + ^«» X, + . . . A,- Xn. 

(20) . . . AY^= A,^ yo + ^1* J/i + • • - -4«' J/n- 

Diese beiden Gleichungen repräsentiren wieder zwei Sy- 
steme von Gleichungen ; da x die Zahlen bedeutet 0, 1 ... n, 
und geben die Werthe der Unbekannten Xx als lineare Aus- 
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drücke der Xx und die Werthe der Unbekannten Yx als lineare 
Ausdrücke der yx. 

Die beiden gegebenen Systeme linearer Gleichungen (17), 

(18) haben dieselben (n -\- ly Coefficienten a^ der Unbe- 
kannten, nur «ihre Anordnung ist verschieden. Jede xte Hori- 
zontalreihe der Coefficienten in dem einen Systeme ist gerade 
die xte^ Verticalreihe des anderen Systemes. Dasselbe triflft 
auch bei den aufgelösten Gleichungen (19), (20) zu, wie die 
Ansicht dieser Gleichungen lehrt. Deshalb braucht man nur 
das eine von den beiden Systemen (17), (18) wirklich aufzu- 
lösen. Die Auflösung des anderen ergiebt sich nach dieser 
Bemerkung von selbst. 

Die Gleichungen (19), (20) nehmen die einfachere Ge- 
stalt an: 

(21) ... Xx = ex^XQ + ex^X^ + ... ex"" X«, ' 

(22) ... rx= ^0* 2/o + ^i*" yi + • • • ßn* yn, 

wenn man der Kürze wegen setzt -j = ^x'^ • Man kann da- 
her die hervorgehobene Bemerkung als Satz also aussprechen : 

(23) . . . Wenn (21) die Auflösungen sind des Sy- 
stemes linearer Gleichungen (17), so sind (22) die 
Auflösungen des Systemes linearer Gleichungen (18). 

Nimmt man an, um einen speciellen Fall zu betrachten, 

dass für alle Werthe von x und A sei a^ = a/, so wird die 

xte Horizontalreihe der Coefficienten in (17) gleich der xten 
Verticalreihe in denselben Gleichungen, und diese Gleichun- 
gen gehen, abgesehen von der Bezeichnung der Unbekann- 
ten, in (18) über, wenn man setzt Xx^=^yi. Da aber unter 
dieser Annahme die Werthe der Unbekannten, die durch (21) 
und (22) ausgedrückt sind, einander gleich sein müssen, wel- 
ches auch die Werthe von Xx = yx seien, so ergiebt sich aus 

dem Vergleich von (21) und (22) , dass auch e^ = e^\ 

Zu demselben Resultat gelangt man auch durch den Ver- 
gleich der Gleichungen (6), (8) mit den Gleichungen (7), (9). 
Die Gleichungen (6), (8) stellen nämlich, wenn A = 0, 1 . . . w,' 
ein ganzes System von {n + 1) Gleichungen dar. Ein zweites 
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System stellen unter derselben Voraussetzung die Gleichungen 
(7), (9) dar. Betrachtet^man in dem ersten System -4«®, -4«' 
. . . ^x" als die Unbekannten ^ in dem zweiten System -4q*, 
A^ . . . A^^ als die Unbekannten, so hat man zwei Systeme 
linearer Gleichungen; die sich, wenn für alle Werthe von x 

und Xy a^ = a^ ist, nur durch die Bezeichnung der Unbe- 
kannten von einander unterscheiden. Man hat daher Ax^ 
= J./, Ax^ = A^* . . . Ax* =^ -^-n*, woraus, wie vorhin, folgt 

Lineare Gleichungen von der beschriebenen Art treten 
auf, wenn man für die partiellen Dififerentialquotienten einer 
homogenen Function der zweiten Ordnung neue Variable ein- 
führt. Denn bezeichnet man die Summe 27 a^ Xx ocxy eine 
Function der zweiten Ordnung in Rücksicht auf die Variabelu 
x^^Xi . . . Xny mit dem Zeichen: 

(24) f{x^y ^n • • • ^n) = I^äj^ Xx xiy 

so kann man durch Einführung der neuen Variabein X« und 
unter der Voraussetzung, dass aj^ = a/, die Gleichungen (17) 
also darstellen: 

(25) X, = i/'(ar,). 

Ihre Auflosungen (21) nehmen, wenn man die Function F 
definirt als die Summe: 

(26).... F{X,,X,,.,.Xn) = 2:ej;XxXx, 

da ej^ = ^x ist, eine eben so einfache Gestalt an, nämlich: 
(27) o;« = i r{Xx). 

Diese Bemerkungen lassen sich kurz in folgendem Satze 
zusammenfassen : 

(28) .... Wenn man lineare Gleichungen von der 
Form (25) auflöst, so stellen sich die aufgelösten 
Gleichungen unter der Form (27) dar. 

Die Function F nennt man die reciproke Function 
der Function /"und umgekehrt f die reciproke Function von F. 
Wie die eine Function von der anderen abgeleitet werden 
kaun, ist aus dem Vorhergehenden klar. 
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Aus der Darstellung der Determinante A in (6) und (7) 
lassen sich noch andere Sätze entwickeln. Man kann näm- 
lich in dieser Darstellung bemerken , dass A in qA übergeht, 
wenn man für a«*^, axS . . . «x" respective setzt Qa^^, p^x^ . • . 
gaj^y oder '^nn man für a^^, a*... On* respective setzt 
Q^^i QQ,\'' • ' • Qdn^* Daher hat man den Satz: 

% 

(29) . . . Wenn man sämmtliche Elemente ein'er Ho- 
rizontalreihe oder sämmtliche Elemente einer Ver- 
ticalreihe der Determinante mit demselben Factor 
multiplicirt, so geht die Determinante über in das 
Product der Determinante und dieses Factors. 

Setzt man in (6) aj^ + Qax^, a^^ + qüj} . . . a«** + gax^ 
respective für aj^y «x^ • • • dx*, so wird diese Gleichung nicht 
geändert, weil der Factor von q im rechten Theile der Glei- 
chung auf Grund von (8) verschwindet. Ebenso ändert sich 
auch die Gleichung (7) nicht, wenn man a^^ + Q^o") ^i* + 
pa/ . . . ün^ + Qün^ respective setzt für öq*, a^* ... . a„*, weil 
auf Grund von (9) der Factor von q im rechten Theile der 
Gleichung verschwindet. Diese Bemerkungen drücken wir als 
Satz so aus: 

(30) . . . Die Determinante bleibt ungeändert, wenn 
man in ihr eine Horizontalreihe oder Verticalreihe 
der Elemente vermehrt um die mit demselben Fac- 
tor multiplicirten correspondirendenElemente einer 
anderen Horizontalreihe oder Verticalreihe. 

Man kann hiernach die Elemente einer Horizontal- 
reihe oder Verticalreihe auch vermehren um die correspon- 
direnden Elemente mehrerer anderer Horizontalreihen öder 
Verticalreihen, jede der letzteren Reihen mit einem ande- 
ren Factor multiplicirt, ohne die Determinante dadurch zu 
ändern. 

Nachdem wir in dem Vorhergehenden Eigenschaften einer 
Determinante entwickelt haben, so führen wir jetzt mit meh- 
reren Determinanten den Fundamentalsatz aus der Theorie 
der Determinanten vor, das Multiplications-Theorem: 
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(31) . . . Wenn C= U + e^^c^^ . . c^ und 

^ = 2;+ ao^a/ . . a«», J?= 27+ V ^* • • • &»*; so ist: 

C = A.B 
unter der Bedingung: 

c/ = «0" V + ö^i* 61* + . . . ün* bn^. 

Die Bedingung dieses Satzes lässt sich kürzer so aus- 
drücken : 

cj = E a* 6^ 

X m m m 

Den^nach ist das erste positive Glied der aus den Elementen 
c zusammengesetzten Determinante: 

^r? ^1^ • • • C = -SL al 6,0 , 2: aj[ 6 * ... 27 , a » & " , 

Ol n mo Mo *io "*! "*! "'1 "*!! '**n '"w 

WO Wq, Wj . . . Wn die Zahlen 0, 1 ... n bedeuten. Diese Glei- 
chung kann m^n auch so darstellen: 

Aus diesem ersten Gliede der Determinante entspringen 
nun alle übrigen Glieder derselben durch Permutation der 
unteren Indices der Elemente c. Bei diesem Verfahren wer- 
den aber unter dem Summenzeichen nur die oberen Indices 
der Elemente a permutirt; während die Indices der Elemente 
h ganz ungeändert bleiben. Man hat daher: 

Die Determinante S + a^„ aj" . . . a^ verschwindet nach 

(5) , so oft zwei von den Indices tn^ ^ mj . . . m» einander gleich 
sind^ und mit ihr die entsprechenden Glieder der Summe des 
rechten Theiles der letzten Gleichung. Da also in dieser 
Summe die Glieder fehlen, in welchen zwei oder mehrere In- 
dices mo; m, . . . fn^ einander gleich sind, so bedeuten m^j 
m^ , , , nin nur die Zahlen 0, 1 ... n in irgend einer Reihen- 
folge. 

Die Determinante 27 + a ^ ai ... a* ist aber unter die- 

ser Voraussetzung nach (4) gleich + 27 + äq*^ a^^ . . . a«*»; je 
nachdem die Permutation m^m^ , , . nu aus der Permutation 
1 ... n durch eine gerade oder ungerade Zahl von Permu- 
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tationen zweier Indices hervorgegangen ist. Setzt man dem- 
nacji für die genannte Determinante ihren zuletzt angegebe- 
nen W erth in die letzte Gleichung und wirft das + Vorzeichen 
dieses Werthes auf das Product 6® 6^ ... 6*^ , so erhält man: 

s 

Da nun Mq, m^ . . niny wie man gesehen hat, die Zahlen 
0, 1 . . n in irgend welcher Reihenfolge bedeuten, und das 
Product h^ h^ • • ^m ^^ ^®^ Gleichung das positive oder nega- 
tive Vorzeichen hat, je nachdem die Permutation ntf^m^ . . nin 
aus der Permutation 1 . . n durch eine gerade oder ungerade 
Zahl von Permutationen zweier Indices hervorgegangen ist, 
so ist Um^m, .,m„ ±ilK: 'K^ = ^ ± \' K ' ' K^ ^^^ man hat: 

Um eine specielle Anwendung des eben bewiesenen Multi- 
pUcations-Theoremes gegenwärtig zu haben, werden wir dem- 
nächst ein algebraisches Problem ausführen, dessen Ijösung 
abhängt von einer kubischen Gleichung in gleicher Form als 
das spätere Problem der Hauptaxen einer Oberfläche zweiter 
Ordnung, und welches auch dep Änalysis in einzelnen Fällen 
treffliche Dienste leistet. 

Es ist nämlich nach (31): 


i>; 2, r 

'• 

a, i, c 


X, y, e 

p, i, f 


«', b', c' 

• 

X', y, «' 

fA',T" 


a", h", c" 


x',f,^' 


(32) . . . 


unter Voraussetzung der Substitutionen:. 

p = ax -\- hy -\- cg p' = «a;' + by + ce' 

(33) q = ax + b'y + c's q' = ax' + b'y' + cV 

■ r = a"x + b"y + c"g r' = ax' + b"y' + cV 

p" = aaf' +by" + '^^ 
(34) g" -= dx" + b'y" + c'e' 

tf ff ff I "iff 'f I ff *f 

r = a X -\-oy + c z 

Da die 27 Grössen , woraus diese Gleichungen zusammen- 
gesetzt sind, irgend welche sein können, wenn sie nur den 


yf 


j ^'t 
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Gleichungen genügen, so wollen wir annehmen ^ dass x\ y'y z' 
gegebene lineare Functionen der Variabein x, y^ z seien: 

(35) y" = a^QX + a,,y + üi^z 

Unter dieser Annahme werden nach (34) p", q[\ r" eben- 
falls lineare Functionen der Variabeln Xj y, z und nach (33) 
lineare Functionen der Variabein p, q^ r von der Form: 

y = KP + h\<l + ^02^ 

(36) g" = 6iaP -f Kq + ^2^ 

^" = ^ioP + K9 + hi^' 

und man sieht, wie in (32) eine homogene *Wtion der zwei- 
ten Ordnung von den Variabein x, y, z; in Determinanten- 
form gegeben und mit einem Factor multiplicirt, durch die 
Substitutionen (33) und (34) übergeht in eine homogene 
Function der zweiten Ordnung von den Variabein j), q, r von 
gleicher Determinanten-Form. 

Die Coefficienten hxi in (36) hängen allein ab von den 
gegebenen Coefficienten üki in (35) und den neunSubstitutions- 
coefficienten a h c a , . , über welche die Verfügung frei 
steht. Man kann daher die Frage stellen , und dieses ist das 
angekündigte Problem; ob die neun Substitutionscoefficienten 
sich so bestimmen lassen, dass die Gleichungen (36) die Gestalt 
erhalten: 

(37) p' =i Xp ^ q' = X'q ^ r" = A'V. 

Die Entscheidung der beregten Frage beruht darauf, ob 
sich die Gleichungen (34) durch die Substitutionen (37), (33) 
und (35) als identische Gleichungen darstellen lassen, wie 
folgt: 

i (ax 4- 6t/ -f c^) = a {a^^x + ao,y + a-o^^) 

+ 6 («10^ + «ny + «12^) + • • • 
r {ax + hy + cz) = a {a^^x + a,^^y + a^^) 

+ V (a,o^ + «ity + «12^) + • • • 
X\ax + ¥y + c'z) = a"(aoo^ + «oi^ + «02^) 
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Die erste von diesen Gleichungen wird eine identische 
unter den Bedingungen: 

(38) «Ol» + (»11 — ^) & + »21^ = , 

»02 » "f" »12 ^ "f" (»22 A) C = 0. 

Die Bedingungen für die beiden folgenden identischen 
Gleichungen erhält man aus (38) , wenn man den zu bestim- 
menden Grössen X, a, h^ c den Index ' oder den Index '' 
anhängt. 

Eliminirt man nun a, i, c aus (38), so erhält man die 
in k kubische Gleichung: 


(39) . . . 


»00 

^, 

»tOJ 


»20 


»Ol; 


»11 

^, 

»21 


»02 > 


»12 > 


»22 "~ 

k 


= 0, 


deren Wurzeln eben die zu bestimmenden Grössen A, A', A" 
sind. 

Die Verhältnisse der Substitutionscoefficienten a:6:c sind 
aus den Gleichungen (38) zu berechnen. Die Verhältnisse 
der übrigen Substitutionscoefficienten ergeben sich aus den 
analogen Gleichungen. Im Uebrigen bleiben die Substitutions- 
coefficienten unbestimmt. Nur ihre Verhältnisse sind in der 
angegebenen W^eise bestimmt. 

Die angeregte Frage ist hiermit bejahend entschieden und 
wir drücken das Resultat unserer Untersuchung als Satz aus 
wie folgt: 

(40)*) . . • Wenn ic", y", /' gegebene lineare Functio- 
nen der Variabein Xy y, sind von der Form (35), so 
lassen sich drei Grössen A, A', A>' als Wurzeln einer 
kubischen Gleichung (39) und demnächst die 9 Sub- 
stitutionscoefficienten a, 6, c, a . . durch (38) in den 


*) Von dem Satze (40) wollen wir eine Anwendung machen auf die 
Transformation und Integration der Jacobischen Differentialgleichung. 
Crelle^B Journal für Mathematik. Bd. 24. p. 1. 

Es hat diese Differentialgleichung die Form: 


DetenninaiitexL 
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Substitutionen (33) der Art bestimmen, dass man 
auf Grund dieser Substitutionen hat: 


1>> 2; r 


a b- c 


X y e 

P'f ^, *■' 


a' V c' 

• 

* » t 
X y z 

Ap, X'q, X"r 


a b" <f' 


X" y" e" . 


wenn man darin Ay By C gegebene lineare Functionen der Variabebi 

bedeuten läset: 

^ — «ioJ + af|i? + af • 

In Determinantenform stellt sich die Jacobische Differentialgleichung 
so dar: 

i n 1 
dl dfiQ = 0, 

ABC 

in welcher Form wir auch die Gleichung in dem Folgenden als die 
gegebene betrachten wollen. 

Setzen wir nun, indem wir drei Variable an Stelle der zwei Varia- 

beln einfahren durch £:=»—, 17 = -^ und bezeichnen die Differentiale 

nüt d. = X', äy = y\ äz L /. ,o erhält die Differentialgleichnng nut 

Rücksicht auf die Bezeichnung (35) die Gestalt: 


«, 


y^ 


zx' — xz', zy — yz', 


X 


y 


10 


z 


0, 


Multiplicirt man die erste Horizontalreihe der Elemente mit z' und 
addirt sie zur zweiten Horizontalreihe , so geht die Gleichung nach (30) 
und mit Unterdrückung des Factors z über in: 


X 


y, 

> y > 


X , y 


z 


^ 


Nach dem Satze (40) kann man diese Differentialgleichung, indem 
man für die Variabein Xy y, z die Variabein i), 9, r einführt und setzt 
dp=^p\ dq^^ q'j dr=^r\ durch die Substitutionen (33) überfahren in 
die Differentialgleichung: 




0, 
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Das oben bewiesene Multiplications-Theorem^ dient unter 
Anderem zur Tränsformation gewisser Functionen-Pormen, die 
wir jetzt vorführen werden. 

Es seien: 

irgend welche gegebene (n + 1) Functionen von einer gleichen 
Zahl der Variabein Xq^ x^ . . Xn» Wir substituiren -für diese 
(n + 1) Variable eben soviel neue Variable y^,, y^ - *yny in- 
dem wir die ersteren gleichsetzen irgend welchen gegebenen 
Functionen der neuen Variabein, was wir ausdrücken wollen 
mit den symbolischen Gleichungen: 

In dieser Voraussetzung hat jede der oben angegebenen 
Punctio^ien a^ zwei Arten von partiellen Differentialquotien- 
ten aufzuweisen, deren Symbole sind: 

Wenn wir dieselben bezeichnen respective mit: 

so lehrt die Differentialrechnung, dass man hat:' 
^x - % ^2/x + ^ dy,^- ""- ay. 


welche entwickelt und durch jp g r dividirt sich so darstellt: 

(X'- x")^- + (r- i) I + {X- X-) I' = 0. 

Man sieht äogleich, dass das Integral dieser Differentialgleichung ist: 
piV-X") ^x--X) .^(X-x-) „const. 

Setzt man nun für p, g, r die Werthe (33) und wie vorhin a;= Är|, 
y =^ Z7J, so hebt sich z ganz fort, und man erhält das Integral der 
Jacobischen Differentialgleichung in der Gestalt: 

(«5 + &'2 + c)^^'-^">. {a'^ + h'ri+cY^"-^^ . {a"^ + h''7]+cY^-^'^ = Const. 

Die Exponenten X , X\ X" in dieser Integralgleichung sind die Wur- 
zeln der kubischen Gleichimg (39), die Verhältnisse der Coefficienten 
ahca ,.. sind aus den Gleichungen (38) 'zu berechnen. Die Coefficien- 
ten selbst haben nur durch ihre Verhältnisse Einfluss auf die Integral- 
gleichung, da man für die willkürliche Constante der Integration auch 
jede andere setzen kann. 
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Setzen wir nun |^ = &* , so wird die letzte Gleichung 

gerade die Bedingungsgleichung des Multiplications-Theore- 
mes (31), nach welchem man hat: 


= ^ "t" ö • ö • • • o — • ^ ~T~ 


• • 


-^ ^a^o ^ic, ^.r» — dyo dyx dyn 

Determinanten-Ausdrucke, wie diejenigen, woraus die letzte 
Gleichung zusammengesetzt ist, treten auf bei der Transfor- 
mation vielfacher Integrale. Man bezeichnet sie mit einem 
gemeinsamen Namen. 

Sind nämlich m Functionen von einer gleichen Zahl 
Variabeln gegeben, so nennt man die aus den m^ ersten par* 
tiellen Differentialquotienten dieser Functionen gebildete Deter- 
minante Functional-Determinante. Transformirt man die 
m gegebenen Functionen durch irgend welche Substitutionen 
einer gleichen Zahl neuer Variabeln, so hat man neben der 
genannten Functional-Determinante eine J^\mctional-Determi- 
nante der Substitutionen und eine Functional-Determinante 
der gegebenen, aber transformirten Function. Zwischen ihnen 
besteht die Gleichung (41), welche sich zu weiterem Gebrauch 
in Worten so wiedergeben lässt: 

(42) .... Die Functional-Determinante gegebener 
transformirter Functionen ist gleich d^m Product 
aus der Functional-Determinante der Substitutio- 
nen und der Functional-Determinante der gegebe- 
nen Functionen. 

Nach dem Multiplications -Theorem (31) lässt sich das 
Product zweier Determinanten als eine Determinante darstel- 
len. Die partiellen Differentialquotientei^ der letzteren, nach 
ihren Elementen genommen, lassen sich durch die partiellen 
Differentialquotienten der Factoren ausdrücken, wie der fol- 
gende Satz lehrt: 

(43) . . . Wenn C=Z±^c^^c^^ . . c; und 

Ä = 27+ ao« «1^ . . a; , JB = 27+ V W • • ^% 

• Hssss, analyt. Ctoometr. d. Baninos. 2. Aufl. 7 


f 
i 

• \ 
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so ist unter der Bedingung; 

nicht allein G = A,By sondern auch: 

d(i ~ da% ' di\ "*" dal ' a&i "^ ' * a< * dil ' 

Auf Grund von (7) und (10) stellt sich die Determinante 
G so dar: 

Da das Element h^ nur in den Elementen ^; cj . . c^ der 

Determinante C = Ä , JB enthalten ist, so erhält man durch 
Differentiation der angegebenen Gleichung nach b^^: 

AdB_dC^^,dC 1 , dC ^^ 

Multiplicirt man diese Gleichung mit J.*, setzt hierauf 

für yb nach einander die Zahlen 1 . . w und addirt, so ver- 
schwinden nach (9) und (7) alle Glieder des rechten Theiles 
der Summe mit Ausnahme desjenigen Gliedes, welches den 

o/nr 

Factor — ^ enthält, und der andere wird nach (7) gleich A, 
Wir erhalten demnach: 

eine Gleichung, welche mit Unterdrückung des Factors A auf 
beiden Seiten und Einführung der Bezeichnung (10) den letz- 
ten Theil des Satzes (43) beweiset. 

Die Bemerkung, dass die letzte Gleichung des Satzes (43) 
gerade so zusammengesetzt ist aus den partiellen Differential- 
quotienten der Determinanten C^ A, JB, wie die Bedingungs- 
gleichung desselben ßatzes aus den Elementen derselben Deter- 
minanten, wird nicht allein zur leichteren Auffassung des 
Satzes beitragen, sondern auch Gelegenheit geben, weitere 
Sätze aufzustellen. 

Wir wollen nicht unterlassen, auch darauf aufmerksam 

dC 
zu machen, dass sich der partielle Differentialquotieiit — ^ 
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als die Summe von Quadraten darstellt; wenn die Elemente 
der Determinante A den entsprechenden Elementen der Deter- 
minante jB gleich werden. 

Zum Schlüsse sei noch erwähnt ^ dass der Satz (43) sich 
auch auf höhere Ordnungen der Differentialquotienten der drei 
Determinanten erweitem lässt. 


Achte Vorlesung. 

Ganze homogene Functionen. Anwendungen 

der Determinanten. 

Von gleicher Wichtigkeit als die Detennüianten sind die 
Eigenschaften der ganzen homogenen Functionen för die ana- 
lytische Geometrie. Diese Eigenschaften zu entwickeln, in- 
sofern sie in dem Folgenden eine Anwendung finden, wird 
zunächst unsere Aufgabe sein. 

Es ist eine charakteristische Eigenschaft der ganzen homo- 
genen Function: 

von (n + 1) VariaUeln x^y x^ . . , Xn vom j>ten Grade, dass: 

Denn wenn eine ganze Function (1) der Gleichung (2) 
genügt, so ist sie zugleich eine homogene Function. 

Die Gleichung (2) hat man als eine identische Gleichung 
zu betrachten, in welcher die beiden Theile der Gleichung 
sich nur in der Form von einander unterscheiden. 

Differentiirt man daher die Gleichung (2) nach t, und 
setzt nach der Differentiation ^ = 1 , so erhält man die iden- 
tische Gleichung: 

(3) p . f(x^, a:„ . . . j:») = ^0 r (^o) + ^i T (^i) + • • • ^n T (^«)- 

Die zweimalige Differentiation nach t ergiebt, wenn man 
wieder f »» 1 setzt, folgende identische Gleichung: 

7* 
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(4) P - 1) /"(^o; ^1, • . ^n) = 

Durch dreimalige ; viermalige DiflFerentiation lassen sich 
aus (2) in gleicher Weise neue identische Gleichungen her- 
leiten, auf welche wir weiter kein Gewicht legen, weil wir 
von ihnen im Folgenden keine Anwendung machen werden. 

Es seien nun a^ , a^ , . . . a", (w + 1) gegebene ganze 
homogene Functionen der Variabein x^y x^, . . . Xn respec- 
tive von den Graden |>q,|>j, . . .jp„. Bezeichnet man die Dif- 
ferentialquotienten dieser Functionen, nach den (n -|- 1) Varia- 
bein genommen, der Kürze wegen mit dem Zeichen ^ — = 0^^? 
so hat man nach (3) das System identischer Gleichungen: 

jPq et ^^^ 0^0 CCq •y* QfA OCi '"j^ • • • ttfi CCfi 
rpÄ JPl «^ = «0* a?o + ö^/ ^1 + • • • «n* Ä?„ 

Diese Gleichungen kann man als lineare betrachten, wenn 
man die Variabein x^, x^y . • • ^«; ^i® sie zu Tage treten, 
nicht wie sie in den Functionen «q, a^, . . . a„ und in ihren 
Differentialquotienten enthalten sind, als die Unbekannten 
ansieht. In dieser Voraussetzung haben sie die Form der 
Gleichungen (17) der vorhergehenden Vorlesung, welche durch 
Auflösung die Gleichungen (19) ergaben. 

Löset man die identischen Gleichungen (5) nach den be- 
zeichneten Unbekannten auf, so erhält man ebenfalls iden- 
tische Gleichungen, die wir in folgender zusammenfassen 
können : 

(6) . . . A.x^ = A^ Pq a® + A^p^a^ '\' . . . A^ pn a". 

In ihr haben A und Ai die Bedeutung einer Determi- 
nante und ihres partiellen Differentialquotienten, nämlich: 


(7) . . . A = 


ö^o > ^1 ; • • • ^* 


J 1 ^ • * • ** 
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Die Determinante A ist unter den angegebenen Voraus- 
Setzungen eine Functional-Determinante oder präciser 
die Determinante der Functionen a®, a* . . . a", aus 
deren Differentialquotienten sie zusammengesetzt ist. Sie ver- 
schwindet nach (6) für dasjenige System Werthe der Varia- 
bein , fOr welches die Functionen verschwinden , aus deren 
partiellen Differentialquotienten sie zusammengesetzt ist. Man 
hat daher den Satz: 

(8) . . - Wenn (» + 1) ganze homogene Functionen 
von eben so vielen Variabein für ein System Werthe 
dieser Variabein verschwinden, so verschwindet 
auch die Determinante dieser Functionen für das- 
selbe System Werthe der Variabein. 

Durch Differentiation der identischen Gleichung (6) nach 
Xjt erhält man die ebenfalls identische Gleichung: 

Zieht man von dieser Gleichung die mit p^ multiplicirte 
Gleichung (6): 

X M '^ K X ' X X 

aus der vorhergehenden Vorlesung ab, so erhält man: 

dA 

^ (1 —Po) + äs; «« = -^i «i (p, - i>o) + • • • ^: »; (Pn—Po) 

+ ^ — Po o + -Q — Pl o + • . . ö — P» o". 

Di£Ferentürt man dagegen die Gleichung (6) nach xi , so 
erhält man, wenn man die mit p^ multiplicirte Gleichung (8) : 

der letzten Vorlesung abzieht: 

1^ a;, = AI a\ (p, — p„) + . . . -4; o; (p, — j)«) 

(^^) • • • a^2 „ 8Al . dAl 
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Wenn nun für ein System Werthe der Variabein die 
Functionen a}\ a^, . . . a** sämmtlich verschwinden, so erhält 
man, da unter dieser Voraussetzung auch A verschwindet, 
für dieses System Werthe aus (9) und (10) die, freilich nicht 
mehr identischen , Gleichungen : 

dA 

ä^ ^' °= ^y- ^» (^» ~-^«) + • • • ^2 «2 (i^» — Vo) , 

(llj .... ^^ 

^^Xr,= Al aj (jPi - jPo) + . . . ^>5 (Pn - Po) y 

deren rechte Seiten verschwinden , wenn Pq= p^ = , . == p^. 
Daraus folgt der Satz: 

(12) . . . Wenn (w + 1) ganze homogene Functionen 
von eben so vielen Variabein und von gleichen 
Graden für ein System Werthe der Variabein ver- 
schwinden, so verschwinden auch die Determi- 
nante dieser Functionen und ihre ersten partiellen 
Differentialquotienten für dasselbe System Werthe 
der Variabein. 

Sind dagegen Pq=P{= . . = Pn-iy und von jp„ verschieden, 
so hat man nach (11): 

ox^ ^ ^ X^ 


(13) a^ 


= a» ^« (^«_-^^ • 


dxi X ' X x^ 

Diese Gleichungen beweisen den Satz: 

(14) . . . Wenn von(w+l) ganzen homogenen Func- 
tionen eben so vieler Variabein n Functionen von 
demselben Grade sind und es^verschwinden alle 
(n -f- 1) Functionen für ein System Werthe der Va- 
riabein, so sind für dieses System Werthe der Va- 
riabein die partiellen Differentialquotienten der 
Determinante der (n + 1) Functionen proportional 
den entsprechenden partiellen Differentialquotien- 
ten der ungleichgradigen Function. 

Mit derselben Leichtigkeit lässt sich endlich aus den 
Gleichungen (11) der allgemeinere Satz ablesen: 
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(15) . . . Wenn von (n + 1) ganzen homogenen Func- 
tionen a*, a\ , . , a" von eben so vielen Variabein die 
Functionen a®, o^, . . . a"»"^ von demselben Grade 
sind und es verschwinden sämmtliche (n -{- 1) Func- 
tionen für ein System Werthe der Variabeln, so hat 
man für dieses System Werthe der Variabeln die 
Gleichungen: 

dÄ p da;m ^^'^} i_ p ?«* 

in welchen die Ausdrücke P«,, Pm + i> . . . P» unab- 
hängig sind von dem besonderen Werthe von A. 

Wir legen auf diese vier Sätze deshalb ein Gewicht, weil 
sie sich eignen ^ einem fühlbaren Mangel in der Eliminations- 
Theorie, freilich nur in einzelnen Fällen, abzuhelfen. Es 
haben nämlich Bezout und Sylvester dargethan, wie die 
Elimination einer Unbekannten aus zwei Gleichungen irgend 
welcher Grade sich zurückführen lässt auf die Elimination 
mehrerer Unbekannten aus linearen Gleichungen. Das Resul- 
tat der Elimination enthält niemals einen überflüssigen Factor. 
Die Versuche, dieses Eliminationsverfahren auf mehr als zwei 
Gleichungen auszudehnen, haben den gewünschten Erfolg 
nicht gehabt, ausser in specielleii Fällen. Das Resultat ist 
im Allgemeinen nicht rein, sondern immer mit einem über- 
flüssigen Factor angethan. 

Die spedellen Aufgaben der Elimination, welche uns in 
dieser und der folgenden Vorlesung begegnen, werden wir 
mit Hülfe der hervorgehobenen Sätze losen können ohne Ein- 
mischung eines überflüssigen Factors. 

Als ein Beispiel zur Anwendung des Satzes (8) wählen 
wir die Aufgabe: 

(16) . . . Die Bedingungsgleichung zu finden, welche 
die homogenen Coordinaten von vier Punkten er- 
füllen müssen, wenn die Punkte auf einer und der- 
selben Ebene liegen. 

Es seien (x^ y, z^ p^), (j-, y, e^ j),), (x^ y.^ g^p^), {x^ y^ «•, ^»3) 
die Coordinaten der vier Punkte und 
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wa? + vj/ + M?;8f + rp = 
die Gleichung der Ebene. Alsdann hat man die Bedingungen : 

«*^o + «^J/o + ^^0 + ^i>o = 
ux^ + vjfi + ^^1 + ^1^1 = 

UX.^ + ^^2 + ^^2 + yjP2 = 
^^3 + ^^3 + ^^3 + ^Ps = 0. 

Man hat hier also vier lineare homogene Functionen der 
Variabein w, v, w, r, welche für ein System Werthe dieser 
Variabein verschwinden. Der Satz (8) giebt die gesuchte 
Bedingungsgleichung: 


(17) 


X, 


ö> 


X 

X. 


u 


%y 


X 


3; 


Vxy 

y^y 
y^y 




z. 


3? 


i>0 
2^3 


= 0. 


Man drückt dieselbe durch rechtwinklige Coordinaten der 
vier Punkte aus, indem man ^^o = i^i =JP2 =1^3 = ^ setzt: 


(18) 


X, 


o; 


X 

X 


\y 


2? 


X 


3; 


2/o; 

y^y 

yzy 


Hy 


1 
1 
1 
1 


= 0. 


Aber dieses ist eine, andere Form für dieselbe Bedingungs- 
gleichung, die wir in der ersten Vorlesung unter (18) durch 
6 77 = ausgedrückt haben. Um den linken Theil der zu- 
letzt angeführten Gleichung (18) auf die Form von 6 77 zu- 
rückzuführen, hat man mehrere Sätze der siebenten Vorlesung 
in Anwendung zu bringen. Derselbe erhält durch mehrmalige 
Anwendung des Satzes (4) schliesslich die Gestalt: 

1, 


X, 


o; 


^0 


'0 


1, 

a;, , 

Vi, 

1, 

«2) 

Vi, 

1, 

*8> 

Vit 


z. 


Dieser Ausdruck geht durch wiederholte Anwendung des 
Satzes (30) über in: 
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Kß 


h ^0 9 VQ} 

und erhält nach (14) die Gestalt: 



«oi 

Vi» 

^1 *0 

Vi» 

xr, «0 ' 

Voi 

«s «• 


(19) 


^2 ^0 > ^2 — tfo > ^2 ^« 

^3 ^0> 2/3 ^' J/o > ^3 — ^0 


= — 677 


Es ist dieses derselbe Ausdruck von 6 77 in (15) der er- 
sten Vorlesung nach den dort folgenden Substitutionen (17). 

Wir haben in der dritten Vorlesung die Bedingungs- 
gleichung (15) der Involution aufgestellt: 

(20) (Ao - f*i)(A, - f*2)(A2 - fio) + (**o- *i)(f*i - *2)(**2- *o) =0 

als das Resultat der Elimination von Xfi und ^ (A -|- fi) aus 
den vorhergehenden Gleichungen, welche sind: 


(21) 


*^ - i (A + f») (*o + f»«) + ^ Po = , 
Af» - i (A + p) (A, + Pi) + *,*».- 0, 

A ^ - i (1 + ^) (a, + ^) + Xj^ - 0. 


Es soU sich jetzt nicht darum handeln, das Resultat der 
Elimination (20) von dort zu verificiren, sondern unmittelbar 
durch Elimination der genannten Grossen aus den Gleichun- 
gen (21) die Form der Bedingungsgleichung (20) zu ent- 
wickeln. Diese Form ändert sich, wenn man l^ mit fio, oder 
A| mit fi], oder l^ ^^ f^? v^itauscht, obwohl die Vertauschung 
der Natur der Sache nach erlaubt ist. Ausserdem kennt man 
noch drei andere einfache Formen derselben Bedingung. Wir 
stellen uns demnach die Aufgabe: 

(22) .... Durch Elimination der Unbekannten Afi 
und ^ (A -{- fi) aus den Gleichungen (21) die sieben 
Formen der Bedingungsgleichung der Involution 
abzuleiten. 


Wenn man die Gleichung (21) homogen macht und nüt 
d die Determinante bezeichnet; 
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(23) 


z/ = 
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1, 

-- (^0 + ^o) y 

Ki^o 

1, 

(^1 +^j); 

^1^1 

1, 

(^2 + ^2); 

^2^2 


(24) 


L = 


so sieht man, dass nach (8) die Bedingungsgleichung der In- 
volution ist: ^ = 0j und dass die vorgelegte Aufgabe darin 
ihre Erledigung findet, dass man die Determinante ^^ multi- 
plicirt mit irgend vf eichen Factoren , auf sieben verschiedene 
Arten ausdrückt. 

Die Determinante Ä in (3) der siebenten Vorlesung ent- 
stand aus der Entwicklung des Productes P, indem man die 
Exponenten der Elemente obere Indices bedeuten liess. Die 
Determinante Ä geht darum wieder in das Product P über, 
wenn man in (3) die oberen Indices der Elemente als Expo- 
nenten betrachtet. 

Nimmt man daher an, dass in der Determinante: 

% } "'0 ; "'0 

Aj , A, , Aj 
A2 5 A2 ; ^2 

die oberen Indices Exponenten seien, eine Annahme, die wir 
auch im Folgenden aufrecht erhalten werden, so hat man: 

(25) ... X = - (A, - A2) (A^ ~ Ao) (Ao - l,). 

Multiplicirt man die beiden Determinanten, so erhält man 
nach dem Multiplications-Theoreme : 

{h-^o)iK~N\ (^i-^o)(^i-^o)? (h-h)ih~N) 

(^o-^i)(^o-f*i); ('^i-'^i)(^i-^i); (^2-^i)(^2-^i) 

(Ao-A2)(Ao-^2); ('^i~-'^2)('^i-f*2); ('^2-^2)(^2-f*2) 

das Product in Form einer Determinante, in welcher die Ele- 
mente der Diagonale verschwinden. Berücksichtiget man die- 
ses und entwickelt die Determinante, so erhält sie das in (25) 
angegebene Product L als Factor. Unterdrückt man diesen 
Factor auf beiden Seiten der Gleichung (26) , so erhält man : 

(27) —^J = (Ao-fti)(A^-^2)(^2-/^o) + (N-^i)i(^i-^2){i^2-h)' 
Da die Determinante ^ in (23) ungeändert bleibt, wenn 
man in ihr Aq mit /Lt^, oder Aj mit /it,, oder Ag mit ^2 vertauscht, 
so erhält man aus (27) durch diese Vertauschungen; 


(26) z/L= 


Anwendungen der Detcrminantfo. ° 107 

- ^ = (.lh-l^i)(^i-l*i)ih - •*o)+(^o-*i)(»*i ^\l^i-t^o) , 
(28) -^ = (fto-f»i)(^i-^j)(^ A)+(^« Ai)(<t|-»*»)(^-^.), 

- ^ = (.N~^\)(l^i f»2)(*i-'*o)+(*o-f»0(^j -■*i)(f*j-fto)- 

Um die drei anderen Formen für ^ abzuleiten, multi- 
pliciren wir diese Determinante mit der Determipaute M: 

(29) M= X,\ Ao', A,« , 

in welcher die oberen Indices der Elemente £x|)oueuten sein 
sollen. In dieser Voraussetzung ist: 

(30)... M=-(Ao-^)(^o-^)(*-^«)> 

und das Product der beiden Determinanten (23) und (29) stellt 
sich als eine Determinante dar wie folgt: 

!(A-Ao)(A ^o), (*o-*o)(^ lh)> (**o- K)iN **«)' 
(31)z/M-l(A-A,)(A ,»,), iK-^,){K **•), W-^i)(**«-»*i)'- 
(A -Aj)(A-^,), (A, -A,)(A„ -/*,), (it^-^iXiiü-t^i): 

Da in dieser Determinante die Elemente der ersten Hori- 
zontalreihe verschwinden mit Ausnahme des ersten, so hat 
man nach (12) der vorhergehenden Vorlesung: 

i^—^i) (^0— /*j)> (f»o— •*i) (<*o— ftj) i ' 
und wenn man durch (30) dividirt: 

,.,^. . l ßt—^i)ih-f^i)> (*»o-^i)(f*o— *»i) I 

^^ > !<,-»». (A„-A,)(Ao-ft,), {lio-h){N-N) 

oder entwickelt: 

(33) . . . z/=j-^ {(A,— A,)(Ao— /t,)((»o— *2)(/*o— *»2) 

*0 r*0 

- (^0 — -^2) (K - f*2) (f*0 — *l) (f*0 — ^1) } • 

Da die Determinante z/ nur ihr Vorzeichen ändert, wenn 
man die Indices und 1 oder und 2 vertauscht, so er- 
halt man durch diese Vertauscbungen aus (33) folgend« Glei- 
chung: 


^M=(A— ^o)(*— ^o) 
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(34) . . . 


^=i7Z^ {(^i-^2)(^i — f*2)(^|-^o)(f*l-^o) 

— (^1 — '^o)(^l— f*o)(/*l— '''2)(^l— f*2)} 


^ — (^2 — ^(^2 — fti)(f*2—*o)(f*2 — f*o)}- 

Es ist in der sechsten Vorlesung die kürzeste Entfer- 
nung JR zweier geraden Linien L und L^ im Räume in der 
Gleichung (10) ausgedruckt worden. Derselbe Ausdruck stellt 
sich in Determinantenform so dar: 


(35) ... U = 


— 1 


sin (iXi) 


^1 — ^} ^1 — ^; ^1 — ^ 


a 


a 


i> 


ßu 


y 


In demselben bedeuten a, 6, c die Coordinaten eines Punk- 
tes auf der geraden Linie L, welche' mit den Coordinatenaxen 
Winkel bildet, deren Cosinus sind a, ß, y; und a^, tj, c^ 
bedeuten die Coordinaten eines Punktes 1 auf der geraden 
Linie L^, welche mit den Coordinatenaxen Winkel bildet, 
deren Cosinus «j, ß^^ y^ sind. 

Wählen wir nun auf der geraden Linie Ly beliebig einen 
Punkt 2 mit den Coordinaten a^y &2^ ^2; dessen Entfernung 
von dem Punkte 1 sei Z, und auf der geraden Linie L einen 
Punkt 3 mit den Coordinaten «3, \, C3, dessen Entfernung 
von dem Punkte sei Z, so haben wir: 


Z « = 


«3 — a, 


a 


\y 


iß =h — ^> ?y=c3-c, 

hßi = &2 -" *i ; hr^ == ^2 — ^1- 


Durch Substitution der Werthe von a, /3 . . a, . , in (35) 
imd Anwendung des Satzes (30) der siebenten Vorlesung, 
geht jene Gleichung über in : 


(36) 11^ R sin {LL^) =. 


^1 — ^ ; 

»2 — a, 
«3 — a 5 


62 — &, 

&3 — &, 


Ci — c 
C2 — c 
C3 — c 


Da der rechte Theil dieser Gleichung den sechsfachen 
Inhalt des Tetraeders 12 3 ausdrückt, so haben wir den 
Satz bewiesen; 
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(37) . . . Der sechsfache Inhalt eines Tetraeders ist 
gleich demProduct zweier gegenüberliegendenKan- 
ten^ der kürzesten Entfernung und des Sinus des 
Neigungswinkels derselben beiden Kanten« 

(38) .... Die Lange der Tangente zu bestimmen^ 
welche von einem gegebenen Punkte an einen ge- 
gebenen Kegelschnitt gezogen ist. 

Es seien die homogene Gleichung des Kegelschnittes f^= 
und a, 6, c die Coordinaten des gegebenen Punktes. Als- 
dann berührt die von dem gegebenen Punkte an den Kegel- 
schnitt gezogene Tangente in dem Punkte den Kegelschnitt^ 
in welchem die Polare: 

A = xf{a) + ynV) + »fic) = 

den Kegelschnitt trifft. Ist nun r die Lange der Tangente^ 
so hat man die Kreisgleichung: 

q>^ {xc — eay + (ffc — eby — r'(?jBf* =« 0, 

und es ist die Aufgabe , aus den drei Gleichungen: f^=^0, 
9? = 0, -4 = die homogenen Coordinaten x^ y, is des Be- 
rührungspunktes^ welche allen drei Gleichungen zugleich ge- 
nügen ^ zu eliminiren. Das Resultat der Elimination muss 
eine in r^ quadratische Gleichung sein, weil man von dem 
gegebenen Punkte zwei Tangenten an den Kegelschnitt ziehen 
kann. Dieses Resultat wird sich in zwei verschiedenen For- 
men darstellen lassen. 

Mit den genannten Functionen verschwindet nach (8) 
auch ihre Determinante vom zweiten Grade der Variabein. 
Man hat daher die sechs Gleichungen ^ ebenfalls vom zweiten 
Grade: 

f=0, 9> = 0, -^ = 0, xÄ = 0, y^ = 0, eÄ^O. 

Aus diesen Gleichungen lassen sich nun die sechs Quadrate 
und Producte der Variabeln wie aus linearen Gleichungen 
eliminiren. 

Man hat aber auch nach dem Satze (14): 

|f-=^A«)> |f-=*A6), ji-mc), ^ = 0, 
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und erhält die gesuchte, ebenfalls in r^ quadratische , Glei- 
chung, wenn man aus diesen in x, y, z, X linearen homo- 
genen Gleichungen die genannten Grössen eliminirt. 

(39) .... Wenn die Gleichungen von zwei Kegel- 
schnitten gegeben sind, die Gleichung ihrer vier 
Schnittpunkte zu bestimmen. 

Sind X, y, z die Coordinaten eines Schnittpunktes der 
durch ihre Gleichungen / = 0, 9 = gegebenen Kegel- 
schnitte, so ist: 

A'=:UX'^vy'^wz = 

die Gleichung dieses Punktes. Es ist also die Aufgabe, aus 
den Gleichungen f=0, 9 = 0, -4. = die Variabein x, y, s 
zu eliminiren und daraus eine homogene Gleichung des vier- 
ten Grades in. u, v, w abzuleiten. 

Bezeichnen wir zu diesem Zwecke mit z/ die Determi- 
nante der Functionen f, tpy Ä, so haben wir die sechs Glei- 
chungen : 

f=0, 9 = 0, ^ = 0, xÄ = 0, 2/^ = 0, dÄ=^Oy 

aus welchen die Quadrate und Producte der Variabein sich 
wie aus linearen Gleichungen eliminiren lassen^ 

Wir haben aber auch wie vorhin: 

dx cy ^ dz ^ ^ 

woraus die Unbekannten Xj y, Zy A linear zu eliminiren sind. 

Die ßesultante U = der Elimination ist vom vierten 
Grade. Sie lässt sich in vier lineare Factoren zerlegen, und 
die Coefficienten von u, v, w in einem jeden Factor sind die 
Coordinaten eines der vier Schnittpunkte der gegebenen Kegel- 
schnitte. 

Durch die vier Schnittpunkte lässt sich drei Mal ein 
Linienpaar legen. Jedes Paar schneidet sich in einem 
Punkte, einem Diagonalpunkte des Vierecks, dessen Ecken 
die vier genannten Schnittpunkte sind. Das Viereck hat dem- 
nach drei Diagonalpunkte, und wir stellen uns im Anschlüsse 
an die vorhergehende Aufgabe folgende: 
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(40) . . . Wenn die Ecken eines Viereckes gegeben 
sind als die Schnittpunkte zweier durch ihre Glei- 
chungen gegebenen Kegelschnitte, die Gleichung 
der Diagonalpunkte des Viereckes zu bestimmen. 

Sind f=0 und 9 =s die homogenen Gleichungen der 
gegebenen Kegelschnitte , so ist bekanntlich /*-{- il9> »» die 
Gleichung eines jeden Kegelschnittes , der durch die vier 
Schnittpunkte der gegebenen Kegelschnitte geht. Bei rich- 
tiger Bestimmung von X stellt also die letzte Gleichung auch 
das Linienpaar dar, welches durch die vier Schnittpunkte 
geht. ' 

Bezeichnet man mit x, y, z die Coordinaten des Schnitt- 
punktes des Linienpaares ; des Diagonalpunktes, so gelten 
für diesen die Gleichungen: 

wovon die letzte Gleichung den Diagonalpunkt darstellt. 

Nach der Elimination von X hat man nun folgende sechs 
Gleichungen: 

A^)9>'(y)-r(y)9>'W = o, 

xÄ = 0, yÄ^O, zA^Oy 

aus welchen die sechs Quadrate und Producte der Variabein 
wie aus linearen Gleichungen zu eliminiren sind, um die Glei- 
chung £> = der Diagonalpunkte vom dritten Grade zu er- 
halten, welche sich wieder in drei lineare Factoren zerlegen 
lässt. 

An die beiden vorhergehenden Aufgaben, die in den Re- 
sultanten U = und S = ihre Erledigung gefanden haben, 
schliesst sich naturgemäss die Aufgabe der ZerföUung dieser 
Gleichungen in ihre linearen Factoren an. 

Man wird finden, dass diese Gleichungen sich so zu ein- 
ander stellen, wie eine gewöhnliche biquadratische Gleichung 
zu der bekannten kubischen Gleichung, von welcher die Losung 
der ersteren abhängt. Wie nämlich die Wurzeln der biqua- 
dratischen Gleichung sich linear durch die Wurzeln der kubi- 
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scheu Gleichung ausdrücken lassen^ so stellen sich auch die 
Factoren von JB als lineare Aüsdrikke der Factoren von 8 dar. 
Die Wahrheit dieser Bemerkung liegt jedoch nicht so auf 
der Hand wie die Lösungen der vorhergehenden beiden Auf- 
gaben; man vrird erst zu suchen haben. 

(41) . . . Drei gerade Linien Zq, L^, L^ sind im Baume 
gegeben, eine vierte gerade Linie L gleitet an 
ihnen hin, indem sie jede der gegebenen geraden 
Linien schneidet; es soll erstens die Relation ge- 
funden werden zwischen den Cosinus der Neigungs- 
winkel, welche die gleitende gerade Linie L mit 
den Coordinatenaxen bildet und zweitens der geo-. 
metrische Ort dieser geraden Linie. 

Die, Auflösung der vorgelegten Aufgabe beginnen wir mit 
der Aufetellung der analytischen Bedingungen der Aufgabe. 
Zuvörderst brauchen wir die Gleichungen der gegebenen ge- 
raden Linien Xq, Z,, X^* 

(42) 60-2/0+^0^0=0, 6i-yi+n^i=o, 62-2/2+^2^2=0, 

^0—^0+^0^0=0, Ci— ^,+^1^1=0, C2— ^2-t-r2y2=0. 

Es bedeuten hier, im Anschlüsse an die, in (8) und (9) 
der sechsten Vorlesung eingeführten, einfachen Bezeichnungen, 
^0; ^o;^o ^^® Coordinaten eines auf der geraden Linie L^y 
gegebenen Punktes und x^, tfQ, Zq die Coordinaten eines be- 
liebigen Punktes auf derselben geraden Linie; die Entfer- 
nung der beiden genannten Punkte ist mit r^ bezeichnet und 
die gegebenen Cosinus der Winkel, welche Lq mit den Coor. 
dinatenaxen bildet, mit a^, /3q, y^. Gleiches gilt von den beiden 
anderen geraden Linien i| und L^- Um jedoch weitere Be- 
zeichnungen zu ersparen, werden wir fortan unter 012 nicht 
mehr beliebige, sondern diejenigen Punkte auf den drei ge- 
gebenen geraden Linien Z^, L^, L^ verstehen, in welchen 
die gleitende gerade Linie L die gegebene schneidet. 

Wenn wir unter diesen Voraussetzungen annehmen, dass 
X, y, die Coordinaten eines beliebigen Punktes P seien auf 
der geraden Linie L, welche mit den Coordinatenaxen Winkel 
bildet, deren Cosinus mit a, ß, y bezeichnet werden, wenn 
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wir endlich setzen PO =» po, PI = p,, P2 = p2> «o haben 
wir noch folgende neun Bedingungen der Aufgabe , welche 
die Projectionen der begrenzten geraden Linien (»q, p,, p, ^^ 
doppelter Ausdrucksweise wiedergeben: 

(43) yo—y+9oß=0, y^^y+p.ß^O, y^—y+Q^ß^O, 

Diese Gleichungen (42) und (43) enthalten sämmtliche 
Bedingungen der vorgelegten Aufgabe. Aus ihnen ergiebt 
sich die Losung des letzten Theiles der Aufgabe unmittelbar. 
Denn dividiren wir die drei Systeme Gleichungen (42) der 
Reihe nach durch Qq, q^, q^ ^^^ ebenso die drei Systeme 
(43); so haben wir 18 Gleichungen , welche linear und homo- 
gen sind in Bücksicht auf folgende 18 Unbekannte: 



9t 

'S 

9» 

Qi 

Qi 

Qi 

9t 

9t 

»1 

9u 

9i 


1 

} 
9o 

1 
9i 

1 . 

— » 
Qt 

«> 

^, 

Y' 


Das Resultat der Elimination ist die verlangte Gleichung 
D = aus DeterminantenfonUy eine Gleichung zwischen den 
Goordinaten z, y, z des Punktes P. 

Es braucht jedoch nur erwähnt zu werden, dass die Deter- 
minante D in 18^ Elementen zusammengesetzt ist, von wel- 
chen allerdings viele verschwinden, um von dem Versuch ihrer 
Bildung abzuschrecken. Nichts desto weniger kann man, 
wenn man nur das Bildungsgesetz der Determinanten-Glei- 
chung D=0 im Auge behält, alle Resultate ziehen, welche 
wir in dem Folgenden anders ableiten werden. 

Um die Bedingungsgleichungen (42) und (43) unserer 
Aufgabe zu concentriren, eliminiren wir die Coordinaten der 
drei Punkte 0, 1, 2, die wir zur Lösung unserer Aufgabe 
nicht nSthig haben, wodurch wir erhalten: 

«0 — ^ + ^o«o + Po« = 0, a^—x + r^a^ + p^a = 0, 
(44).. 6o-y + ^o/»o + Po/» = 0, h-y + r,ß,^Q,ß = 0, 

a2 — z + r^tt^ + p,a = 0, 
h — y+^2ß2 + 92ß = ^7 

Hbbsx, analyt. Oeometr. d. BanineB. 2. Aufl. 8 
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1 1 

— ; — ; 




a 


ß> y. 


Dividiren wir diese drei Systeme Gleichungen der Reihe 
nach durch g^, q^, q^, so werden die neun Gleichungen li- 
near und homogen in Rücksicht auf die neun Unbekannten: 

1 . ro r^ 
Qt 9o 9i 

Das Resultat der Elimination D = hängt ab von der 
Determinante Z>, welche noch aus 81 Elementen zusammen- 
gesetzt ist. 

Reduciren wir die neim Bedingungsgleichungen (44) auf 
sechs ; indem wir die^ für die Losung de^ ersten Theiles der 
Aufgabe nicht erforderlichen Ooordinaten x, j/y ^ des Punk- 
tes P eliminiren^ so erhalten wir: 


a, 


a<i 


(45) 


— «0 + r,«! — rotto + (Pi — ßo)a = , 

— «0 + »■2«2 — ^«0 + (P2 — Po)« = , 
&i — &o + »•i/'i — ^oßo + (p, - 9o)ß = , 
h — K-\- nßi — hßo + (Qi — 9o)ß = , 

«1 — Co + »-1^1 — »-oyo + (Pi — po)y = ö > 

cj — Co + ♦•2y2 — »"oyo + (p2 — Po)j' = 0. 


Multipliciren wir hierauf sämmtliche sechs Gleichungen 
mit dem Factor X und eliminiren die in den Gleichungen li- 
near und homogen vorkommenden sechs Unbekannten: 

Xy — Aro , Xr, , kr^, A(^, - ^o) , H92 — Po) ; 

so erhalten wir als das Resultat der Elimination die gesuchte 
Bedingungsgleichung ^ = zwischen den Cosinus a, /3, y 
in der Form: 


(46) 


«1 

«0 

«0 

«1 



a 



h 

-6« 

ß. 

/Ji 



ß 



ci 

"0 

yo 

yi 



V 



aj 

«0 

«0 



«2 



a 

h 

-6« 

A 



ß2 



ß 

C2 

Co 

yo 



Vi 



Y 


= 0. 


Aus dieser Gleichung geht die Gleichung D = äer Ober- 
fläche hervor, welche die gerade Linie X oder ein beliebiger 
Punkt P auf ihr beschreibt, wenn man für a ^ y in der letzten 
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Yerticalreihe der Elemente setzt ihre Werthe aus dem letzten 
Systeme der Gleichungen (44) und für a ß y in der vorletzten 
Yerticalreihe setzt ihre Werthe aus dem vorletzten Systeme 
der Gleichungen (44). Mit Anwendung der bekannten Deter- 
minanten-Sätze wird man auf diese Weise finden: 


(47)... 


a, — «0 

«0 

«1 



X 

— 

«1 

. 

6, 6o 

ßo 

ß, 



y 


6. 



Cj Cfi 

y« 

7x 



z 

— 

«1 



«2 — «0 

«0 



«i 





X — fl. 

&2 — 6o 

ß. 



ßr 





y-\ 

Cj Cq 

Yo 



Vi 





Z — «2 


= 0. 


Obwohl die beiden abgeleiteten Determinanten-Gleichun- 
gen ^ = und D >= übersichtlich genug sind, um daraus 
weitere Schlüsse zu ziehen ^ so wollen wir doch noch einfachere 
Gleichungen entwickeln ; welche das Problem losen. Elimi- 
niren wir zu diesem Zwecke aus dem ersten Systeme Glei- 
chungen (45) r, und pi — (>q, so erhalten wir: 


17 


a« 


a. 


oder: 


a 


a 


a. 


1 ; 
a 


Ol 


♦■o«o> ' 

9, — 

ß, 

y 

ßt, 

yi 

hi — b,, 

Ci- 


y 
yi 

«1— "o— »"oyo 


-0, 


<i) 


« > /* , y 
««> A» yo 


0, 


woraus mit Yertaoschung der Indices 1 und 2 die Gleichung 
hervorgeht: 


a 


'S! 




y 
yj 


öj Öq , 62 Öq f Cj C\) 


— r 





«2 > /*? > y? 

«0 > A ; ^0 


0, 


eine Gleichung ^ welche durch Elimination von r, und q^ — Po 
aus dem zweiten Systeme Gleichungen (45) gerade so erhalten 
würde, wie die vorhergehende Gleichung aus dem ersten Sy- 
steme Gleichungen (45). Eliminiren wir nun Tq aus den beiden 
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letzten Gleichangen^ so erhalten wir die einfachste Form der 

Gleichung ^ = 0: 


tt _ ß y 


a ß y 


(48) . . . 

«1 ßi Vi 

• 

«2 ^2 ^2 



a, ffly 6, 6(, c, Co 

« ^ y 


a« /^o n 
a ß y 



«2 /Jj y^ 

• 

«1 /*! ri 

— 0. 


^2 ' 2 2 


«0 /'o n 

- 


Setzen wir endlich die Werthe von cc ß y mit richtiger 
Wahl aus den beiden letzten Systemen Gleichungen (44) in 
diese Gleichung ein, so geht dieselbe in die gesuchte Glei- 
chung D = über: 


(49) 


«1 — X 

h—y 

«1 

ßi 

«1 — Oo 

6, — 6o 

«2 X 

62 y 

«2 

^2 

Oj — (^o 

^2 *0 


C, *f 


yi 

• 

C, — Cß 


c^—e 


Y% 

• 

C2 Cq 



«2 — X 

*2 y 

«2 

^2 

«0 

ß6 

a, — X 

ftl y 

«1 

^. 

«0 

^« 


Cj — ^ 
^2 

yi 

^0 


= 0. 


Es bleibt noch übrig, die beiden eben abgeleiteten Glei- 
chungen z^=0 und 2)=0 geometrisch zu interpretiren. Lässt 
man zu diesem Zwecke durch den Coordinatenanfangspunkt 
eine gerade Linie l gehen, welche parallel ist der gleitenden 
geraden Linie L und bezeichnet mit x, y, die Coordinaten 
eines beliebigen Punktes der ersteren, dessen Abstand vom 
Coordinatenanfangspunkt r sei, so hat man: 

x = ray yz=rß, z = ry. 

Setzt man diese Werthe von a j3 y in die Gleichung ^=0, 
so wird sie homogen und vom zweiten Grade rücksichtlich 
der Coordinaten und unabhängig von r, welches aus der Glei- 
chung fortgeht. Wenn man sich der, zur geometrischen Inter- 
pretation der Gleichung (18) in der vierten Vorlesung gege- 
benen, Definition der Oberflächen zweiter Ordnung erinnert, 
so beweiset dieses den Satz: 

Eine gerade.Linie, welche sich um einen festen 
Punkt in ihr so dreht, dass sie immereiner geraden 
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Linie parallel ist, welche auf drei im Räume gege- 
benen geraden Linien fortgleitet, beschreibt einen 
Kegel zweiter Ordnung. 

Auf diesem Kegel liegen auch die drei geraden Linien, 
weiche durch den festen Punkt parallel den gegebenen ge- 
raden Linien gezogen sind. Den Beweis davon wird man 
darin zu suchen haben, dass die Gleichung ^ = erfüllt 
wird, wenn man für a ß y setzt a^ ß^ y^ oder «j ßi y^ oder 

Da die Gleichung 2) = vom zweiten Grade ist rück- 
sichtlich der Ooordinaten xy z des Punktes P der gleitenden 
geraden Linie L, so haben wir den Satz: 

Eine gerade Linie, welche drei im Räume gege- 
bene gerade Linienschneidet, beschreibt eine Ober- 
fläche zweiter Ordnung. 

Auf diese beiden Sätze konmit man viel einfacher, wenn 
man in der Aufgabe (41), deren Resultat sie sind, andere 
Formen der Gleichungen der gegebenen geraden Linien L^ L^ L^ 
wählt. Wir haben dieser Form der Behandlung der Aufgabe 
hier nur deshalb den Vorzug gegeben, weil sie die Gelegen- 
heit bietet, verschiedene Determinanten-Sätze in Anwendimg 
zu bringen. 


Neunte Vorlesung. 

Allgemeine Eigenschaften .der Oberflächen 

zweiter Ordnung. 


Wie man die Ebene als den geometrischen Ort eines 
Punktes betrachten kann, dessen rechtwinklige Goordinaten 
einer gegebenen linearen Gleichung genügen, so werden wir 
den geometrischen Ort eines Punktes, dessen rechtwinklige 
Goordinaten einer gegebenen Gleichung des zweiten Grades: 


1 
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genügen, eine Oberfläche zweiter Ordnung nennen, 
und die gegebene Gleichung die Gleichung dieser Oberfläche. 

Die Gleichung einer Oberfläche zweiter Ordnung ist hier- 
nach aus 10 Gliedern zusammengesetzt, die respective die 
Factoren haben: x^, y^, 0^ yz, zx, xy, x, y, 0, 1, und jeder 
dieser Factoren hat seinen Coefficienten. Von diesen 10 Coef- 
ficienten kann jedoch einer, zum Beispiel der letzte, auf die 
Einheit zurückgeführt werden, indem man die Gleichung der 
Oberfläche durch ihn dividirt. In der auf diese Weise ver- 
einfachten Gleichung der Oberfläche bleiben nur 9 Coefficien- 
ten zurück, die linear in die Gleichung eingehen, und deren 
Werthe die Natur der Oberfläche bestimmen. 

Diese 9 Coefflcienten können nicht mehr willkürlich sein, 
wenn die Oberfläche durch einen gegebenen Punkt gehen soll ; 
sie müssen vielmehr der linearen Gleichung genügen, die man 
erhält, wenn man in der Gleichung der Oberfläche für die 
variabeln Coordinaten die Coordinaten des gegebenen Punk- 
tes setzt. 

Es werden daher 9 solcher Bedingungsgleichungen erfor- 
dert, um die 9 Coefficienten, und dadurch die Oberfiäche selbst, 
unzweideutig zu bestimmen. Aber nicht jede 9 Punkte be- 
stimmen die Oberfiäche unzweideutig. Denn, wenn man die 
9 Punkte so wählt, dass von den 9 Bedingungsgleichungen 
eine oder mehrere aus den übrigen folgen, so hat man nicht 
mehr die hinreichende Zahl der Bedingungsgleichungen zwi- 
schen den 9 zu bestimmenden Coefficienten. Daher drücken 
wir die gemachten Bemerkungen kurz so aus: 

Durch 9 beliebig gewählte Punkte im Baume 
lässt sich im Allgemeinen nur eine einzige Ober- 
fläche zweiter Ordnung hindurchlegen, und diese 
Oberfläche ist in allen ihren Theilen durch die 9 
gewählten Punkte unzweideutig bestimmt. 

Es bietet sich zunächst die Aufgabe dar: wenn 9 Punkte 
einer Oberfiäche zweiter Ordnung gegeben sind, einen belie- 
bigen zehnten Punkt der Oberfiäche zu construiren, etwa den 
Punkt, in welchem eine, beliebig durch einen der 9 gegebe- 
nen Punkte gelegte, gerade Linie die Oberfiäche schneidet. 
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Diese Aufgabe hat zwar ihre LSsung gfefonden in Crelle's 
Journal für Mathematik Bd. 24, p. 36, aber sie entbehrt noch 
der Einfachheit und Eleganz , wodurch sich die Auflösung 
der analogen Aufgabe in der Ebene durch den PascaVschen 
Satz auszeichnet. 

Acht beliebig gewählte Punkte einer Oberfläche zweiter 
Ordnung bestimmen dieselbe nicht vollständig. Denn die 
9 Coefficienten in der Gleichung der Oberfläche brauchen ja 
nur 8 linearen Bedingungsgleichungen zu genügen. Aber es 
lassen sich durch diese 8 Bedingungsgleichungen 8 Coefficien- 
ten durch den neunten ausdrücken, den wir mit X bezeichnen 
wollen, und der ganz willkürlich bleibt. 

Sämmtliche Ausdrücke für die 8 Coefficienten sind von 
der Form a — ßX, wo a und ß Functionen bedeuten der Coor- 
dinaten der gegebenen 8 Punkte, die mit den 8 Punkten ge- 
geben sind. Setzt man diese Ausdrücke für die 8 Coefficien- 
ten in die Gleichung der Oberfläche ein, so hat man die 
Gleichung der Oberfläche, welche durch die gegebenen 8 Punkte 
hindurchgeht, und die Gleichung selbst stellt sich, wenn man 
die Glieder zusammenfasst, welche unabhängig von X sind, 
ebenso die Glieder, welche den Factor X haben, unter der 
Form dar: 

q>{x, y, 0) — Xi>(x, y, z) = 0. 

Diese Gleichung mit dem willkürlichen Factor X umfasst 
alle Oberflächen zweiter Ordnung, welche durch die gegebe- 
nen 8 Punkte hindurchgehen. Denn da die Oberfläche erst 
durch 9 Punkte vollständig bestimmt ist, so kann man den 
Factor X immer so bestinmien, dass die Oberfläche noch durch 
einen gegebenen neunten Punkt hindurchgeht. 

Die Gleichungen: 

stellen zwei Oberflächen zweiter Ordnung dar, von denen jede 
durch die gegebenen 8 Punkte hindurchgeht. Sie schneiden 
sich in einer RaumCnrve, welche ebenfalls durch die gegebe- 
nen 8 Punkte hindurchgeht. Diese Curve enthält ausser die- 
sen 8 Punkten noch unendlich viele andere, die aber alle 
durch die 8 Punkte bestimmt sind, und welche auch auf der 
allgemeinen Oberfläche zweiter Ordnung liegen, die durch die 
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gegebenen 8 Punkte gelegt ist. Wir drücken diese Bemer- 
kungen als Satz kurz so aus: 

AlleOberflächenzweiter Ordnung, welche durch 
8 beliebig gewählte Punkte des Baumes hindurch- 
gehen, gehen im Allgemeinen zugleich durch eine 
durch die 8 Punkte bestimmte Raumcurve, in wel- 
cher sich je zwei von den genannten Oberflächen 
schneiden. 

Da diese Raumcurve, in welcher sieh zwei Oberflächen 
zweiter Ordnung schneiden, durch beliebige 8 in ihr gewählte 
Punkte bestimmt ist, so kann man sich die Aufgabe stellen, 
einen beliebigen neunten Punkt der Curve zu construiren. 
Diese Aufgabe ist bisher nicht gelöset worden, und es scheint, 
dass die Auflösung nicht mehr linear sein kann, das heisst, 
nicht durch Construction allein von Ebenen und geraden Jji- 
nien ausführbar. 

Sollen hiernach 9 Punkte des Baumes eine Oberfläche 
zweiter Ordnung unzweideutig bestimmen, so dürfen sie nicht 
auf einer Raumcurve liegen, in welcher sich zwei Oberflächen 
zweiter Ordnung 9 = und ^ = schneiden. Denn durch 
alle Punkte dieser Curve geht die ganze Schaar der Ober- 
flächen 9 — A^ =0 hindurch, weil die Coordinaten aller 
Punkte, welche die beiden ersten Gleichungen erfüllen, auch 
der letzten genügen. 

Ein specieller Fall der Oberflächen zweiter Ordnung ist 
ein Ebenenpaar. Denn, wenn: 

^^0, JB = 

die Gleichungen zweier Ebenen bedeuten, so ist die Gleichung: 

welche ausdrückt, dass der variable Punkt (a:, y, z) entweder 
in der einen oder in der anderen Ebene liegt, nach der De- 
finition die Gleichung einer Oberfläche zweiter Ordnung. Diese 
Ebenen schneiden eine gegebene Oberfläche zweiter Ordnung 
/*= in zwei ebenen Curven, und jede Oberfläche zweiter 
Ordnung, welche durch die beiden ebenen Curven hindurch- 
geht, stellt sich unter der Form dar: 
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f—XÄJB^O, 

so dass^ wenn tpsssO die Gleichung irgend einer Oberfläche 
zweiter Ordnung ist^ welche durch die beiden ebenen Ourven 
hindurchgeht; man Werthe von X und ft der Art wird be- 
stimmen können, dass man identisch hat: 

f — XÄIi ^ ftqp. 

Wenn dagegen nur f xmdÄ gegeben sind, so führt die Glei- 
chung der Oberfläche zweiter Ordnung / — XÄB =^0 vier in 
XB steckende willkürliche Constanten mit sich. Wir werden 
nachweisen, dass diese Gleichung alle Oberflächen zweiter 
Ordnung umfasst, welche durch den Schnitt der Ebene Ä=^0 
und der Oberfläche f=^0 hindurchgehen. 

Setzen wir zu diesem Zwecke ;gr »= in der Gleichung 
f=0 der Oberfläche, so verschwinden vier Glieder der Glei- 
chung, und es bleiben nur sechs Glieder zurück, von welchen 
der Coefficient eines Gliedes durch Division der Gleichung 
auf die Einheit zurückgeführt werden kann. Die anderen 
5 Goefficienten bestimmen die Natur der Schnittcurve der xy 
Ebene und der Oberfläche /*= 0. Da ihre Gleichung von der 
zweiten Ordnung^ ist, so ist die Schnittcurve ein Kegel- 
schnitt, der auf Grund der 5 Constanten in seiner Glei- 
chung gerade so durch 5 Punkte in ihm unzweideutig be- 
stimmt ist, wie die Oberfläche zweiter Ordnung durch 9 Punkte. 

Wenn wir nun nachweisen können, dass der Grad der 
Gleichung der Oberfläche sich nicht ändert, wenn die Glei- 
chung der Oberfläche auf ein beliebiges andere rechtwinklige 
Coordinatensystem bezogen wird, dessen eine Coordinatenebene 
dazu bestimmt sein soll, die Oberfläche zu schneiden, so 
wird daraus der Satz hervorgehen: 

Jede Ebene schneidet eine Oberfläche zweiter 
Ordnung in einem Kegelschnitt. 

Wir nehmen, um den Nachweis zu liefern, an, dass 
Äq = 0, -4j = 0, ^2 = 0^^^ Gleichungen der ursprüngb'chen 
Coordinatenebeneu seien in dem zweiten Coordinatensystem, 
gegeben in der Normalform, also dass A^^, A^^'Ä^ gegebene 
lineare Ausdrücke der Coordinaten X, Y, Z des zweiten Sy- 
stemes seien. Bedeuten nun X, F, Z die Coordinaten eines 
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beliebigen Punktes in dem zweiten und Xy y, z die Coordi- 
naten desselben Punktes in dem ursprünglichen Coordinaten- 
systeme, so hat man nach (8) der zweiten Vorlesung: 

Setzt man diese Werthe von x^ y^ z in irgend eine Glei- 
chung f=0 einer Oberfläche, wodurch die Gleichung trans- 
formirt wird auf das zweite Coordinatensystem, so ändert sich 
der Grad der Gleichung nicht, weil eben die Substitutionen 
linear sind. 

Diese Betrachtung verfolgte den Zweck, nachzuweisen, 
dass die Gleichung f — XAB = mit den 4 in AJB stecken- 
den willkürlichen Constanten vnrklich alle Oberflächen zwei- 
ter Ordnung umfasst, welche durch die Schnittcurve der Ebene 
J. = und der Oberfläche zweiter Ordnung, /*= gehen. 

Diese Schnittcurve ist nach dem Vorhergehenden gegeben 
durch 5 Pu;nkte in ihr. Die Gleichung irgend einer Ober- 
fläche zweiter Ordnung 9) = 0, welche durch dieselbe geht, 
hat also 5 Bedingungen zu erfüllen. Sie kann also nur 4 
willkürliche Constanten in linearer Form mit sich führen. 
Allen diesen Bedingungen genügt die Gleichung f — IJlB = 0. 

Wenn daher f=0 und 9? = die Gleichungen von ir- 
gend zwei gegebenen Oberflächen zweiter Ordnung sind, die 
sich in einer ebenen Curve schneiden, welche in der Ebene 
-4 = liegt, so wird man die vier Constanten in AJB und 
einen Factor fi immer so bestimmen können, dass man iden- 
tisch hat: 

f — fiq) ^ XAB, 

Es beweiset dieses den Satz: 

Wenn zwei Oberflächen zweiter Ordnung sich 
in einer ebenen Curve schneiden, so schneiden sie 
sich zugleich noch in einer zweiten ebenen Curve. 

Wir werden in einer späteren Vorlesung über die Kreis- 
schnitte der Oberflächen zweiter Ordnung Gelegenheit haben, 
von diesem Satze Gebrauch zu machen. 

Sind nur 7 Punkte einer Oberfläche zweiter Ordnung 
gegeben, so haben die 9 Ooefficienten in der Gleichung der 
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Oberfläche auch nur 7 linearen Bedingungsgleichungen zu ge- 
nügen. Betrachtet man daher in diesen Bedingungsgleichun- 
gen 7 Goefficienten als die Unbekannten , und drückt sie, 
indem man die Gleichungen auflöset, durch die beiden ande- 
ren X und A aus, die willkürlich bleiben, so erhalt man Aus- 
drücke von der Form a -}- ßx -{- yXy und die Gleichung der 
Oberfläche selbst nimmt, wenn man diese Ausdrücke substituirt, 

die Gestalt an: 

9 -f x^ -f Ax = 0. 

Diese Gleichung mit den beiden willkürlichen Constanten 
X und X ist der analytische Ausdruck eines ganzen Systemes 
Oberflächen zweiter Ordnung, welche durch die gegebenen 
7 Punkte hindurchgehen. Sie ist zusammengesetzt aus den 
Gleichungen : 

9 = 0, ^ = 0, .x = 

von drei Oberflächen zweiter Ordnung, welche sich in den 
genannten 7 Punkten schneiden, und stellt, weil sie zwei 
willkürliche (konstanten mit sich führt, und weil sie erfüllt 
wird für alle Werthe der Ooordiuaten, welche den drei letz- 
ten Gleichungen der drei Oberflächen zweiter Ordnung zu- 
gleich genügen, aUe Oberflächen zweiter Ordnung dar, welche 
durch sämmtUche Schnittpunkte der drei Oberflächen hindurch- 
gehen. Setzt man nun voraus, dass drei Oberflächen zweiter 
Ordnung sich in 8 Punkten schneiden, eine Voraussetzung, 
die wir sogleich begründen werden, so hat man den Satz: 

Alle Oberflächen zweiter Ordnung, welche durch 
7 gegebene Punkte des Raumes gehen, gehen zu- 
gleich durch einen durch diese 7 Punkte bestimm- 
ten achten Punkt hindurch. 

Hieraus entspringt nun die Aufgabe : wenn 7 Punkte des 
Raumes gegeben sind, den achten Punkt zu construiren, in 
welchem sich drei Oberflächen zweiter Ordnung schneiden, 
die durch die 7 gegebenen Punkte hindurchgehen. Eine li- 
neare Construction findet man in Crelle's Journal für Mathe- 
matik Bd. 20, p. 304—308. 

Wenn nach dem Vorhergehenden die Baumcurve, in wel- 
cher sich zwei Oberflächen zweiter Ordnung schneiden, ge- 
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geben ist durch 8 Punkte in ihr, so ist es nach dem zuletzt 
angegebenen Satze einleuchtend, dass zu ihrer Bestimmung 
nicht solche 8 Punkte gewählt werden dürfen, in welchen 
sich drei Oberflächen zweiter Ordnung schneiden. 

Die Frage nach der Zahl der Schnittpunkte dreier Ober- 
flächen zweiter Ordnung: 

fp(oo, y, 0) = O, ip{x, y, z) = 0, %{po, y, z)-=^0 , 

welche sich nicht in einer und derselben Gurve schneiden, ist 
ein rein algebraisches Problem, welches dadurch seine Losung 
findet, dass man feststellt, wie viele Systeme Werthe der 
Variabein den angegebenen Gleichungen z\x gleicher Zeit ge- 
nügen, oder dass man den Grad der Endgleichung bestimmt, 
welche aus den drei Gleichungen durch Elimination von zwei 
Variabein hervorgeht. Da aber der Grad der Endgleichung 
bei einem ungeschickten Eliminationsvejfahren leicht durch 
einen überflüssigen Factor erhöht werden kann, so ist es 
zweckdienlich, die Zahl der Schnittpunkte dreier Oberflächen 
zweiter Ordnung in einem speciellen Falle festzustellen. Denn 
kennt man diese Zahl in einem speciellen Falle, und man 
findet den Grad der Endgleichung gleich jener Zahl, so kann 
man versichert sein, dass die Endgleichung keinen überflüs- 
sigen Factor enthält. Nun lehrt aber die geometrische Be- 
trachtung, dass drei Ebenenpaare, als specieller Fall dreier 
Oberflächen zweiter Ordnung, sich in 8 Punkten schneiden. 
Wenn daher das im AUgemeioen einzuhaltende Eliminations- 
verfahren schliesslich auch eine Gleichung des achten Grades 
giebt, so wird man dadurch den Beweis geführt haben, dass 
überhaupt drei Oberflächen zweiter Ordnung sich in 8 Punk- 
ten schnieiden. 

Wenn man durch Einführung der homogenen Coordinaten 

statt der rechtwinkligen , indem man — y ~y — setzt respective 

für a?, y, z, in die gegebenen Gleichungen, und durch Multi- 
plication mit p^ dieselben auf die Form zurückführt: 

in weicher Form die linken Theile der Gleichungen homogene 
ganze Functionen des zweiten Grades der vier Coordinaten 
^> 2/) ^i P bedeuten, so kommt das erwähnte algebraische 
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Problem darauf zurück ^ durch Elimination von zwei Coordi- 
naten aus den zuletzt angegebenen drei Gleichungen die in 
Rücksicht auf die beiden anderen Goordinaten homog^ene End- 
gleichung zu bestimmen. 

^ Aber auch dieses Problem entbehrt noch der Symmetrie^ 
deren Aufrechterhaltung in den analytischen Operationen sich 
von so grossem Nutzen erweiset. Deshalb erweitem wir das 
Problem I indem wir es also ausdrücken: 

Die Endgleichung zu bestimmen^ welche durch 
Elimination von x, y, e, p aus den vier homogenen 
Gleichungen hervorgeht: 

9>(^, y, ^iP) = 0, *(a:, y, 0,1)) — 0, z{x,y, g,p) = 0, 

B ^ux -f vy + W£r + rp •= 0. 

Denn aus der in u^ v, to, r homogenen Endgleichung wird, 
wenn man setzt: u = f; = 0, tp ^=p, r =^ — gj wodurch ü 
identisch verschwindet; die eine Lösung des vorhergehenden 
Problems erhalten und in ähnlicher Weise die übrigen. Der 
Grad der in u, Vy to, r homogenen Endgleichung wird folg- 
lich gleich der Zahl der Schnittpunkte der drei Oberflachen 
zweiter Ordnung sein. 

Aber auch das erweiterte algebraische Problem hat seine 
geometrische Bedeutung. Denn betrachten wir u, v, w, r 
als die variabeln Goordinaten einer Ebene, so stellt i2 =» 
einen Punkt dar, und zwar, wenn wir unter x, y, e, p die 
aus den Gleichungen der drei Oberflächen 9 »=> 0, ^ = 0, 
2 = sich ergebenden Werthe dieser Goordinaten verstehen, 
den Schnittpunkt der drei Oberflächen. Schneiden sich die 
drei Oberflächen in mehr als einem Punkte, so wird die durch 
Elimination der Punktcoordinaten hervorgehende Endgleichung 
in Ebenencoordinaten das Product sämmtlicher Schnittpunkt- 
gleichungen darstellen und sich daher in lineare Factoren 
auflosen lassen müssen. 

Wir wenden uns nun zu der Losung des Problems. Nach 
demselben hat man vier ganze homogene Functionen der Va- 
riabeln Xy y, e, p, welche für ein System Werthe dieser Va- 
riabein verschwinden: 

9>f *> Xf -B- 


126 Neunte Vorlesung. 

■ 

Die Determinaute /l (Keser vier Functionen ist eine homo- 
gene Function des dritten Grades in Rücksicht auf die Va- 
riabein und eine homogene Function des ersten Grades in 
Rücksicht auf die Ebenencoordinaten w, t?, ««;, r. Da die drei 
ersten Functionen von gleichem Grade sind; so kommt der 
Satz (14) der vorhergehenden Vorlesung in Anwendung, nach 
welchem man hat: 

|^ + ^« = 0, |f + At; = 0, 

|^ + A«, = 0, |f + Ar = 0. 

Neben diesen vier Gleichungen hat man noch folgende sieben : 

9 = 0, ^ = 0, .^ = 0, 
xB = ^, yR = 0, zR = 0/ pR = 0. 

Dieses sind im Ganzen 11 lineare und homogene Glei- 
chungen zwischen den 11 Unbekannten: 

i^^ y^ ^^ p\ ^y, ^^, ^p, y^, ypy ^p, ^. 

Betrachtet man diese 11 Unbekannten als Variable, so hat 
man 11 lineare homogene Functionen, welche für ein System 
Werthe der Variabein verschwinden, nämlich die linken Theile 
jener 11 Gleichungen. Die Determinante ß dieser 11 linea- 
ren Functionen verschwindet nach Satz (8) der vorhergehen- 
den Vorlesung. Man hat daher als Resultat der Elimination : 

£1 = 0. 

Dass diese Gleichung homogen und vom achten Grade 
ist rücksichtlich der Ebenencoordinaten, sieht man sogleich, 
wenn man die Determinante Ä in der gebräuchlichen Form 
hinschreibt mit Angabe der Grade der'Componenten. Dadurch 
ist zugleich im Allgemeinen der Satz bewiesen : 

Drei Oberflächen zweiter Ordnung schneiden 
sich in 8 Punkten. 

Wenn eine von den drei Oberflächen in ein Ebenenpaar 
übergeht, so werden jede von diesen Ebenen un^ die beiden 
anderen Oberflächen sich nur in vier Punkten schneiden kön- 
nen, was wir so ausdrücken: 
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Zwei Oberflächen zweiter Ordnung und eine 
£bene schneiden sich in vier Punkten. 

Dieser Satz wird durch die Auflösung der folgenden Auf- 
gabe auch direct bewiesen: 

Die Endgleichung zu bestimmen, welche durch 
Elimination von Xy y, e, p aus den Gleichungen her- 
vorgeht: 

9{^, y, ^y P)^0, t(x, y, e, p) = 0, 

Ä^ax-\-by'^cZ'^ dp =^0y i2^ua:-|-t;y-|-frjBf-|-rp««0. 

Man hat hier wieder vier homogene Functionen % if, A, R, 
die beiden ersten vom zweiten ^ die anderen beiden vom ersten 
Grade, welche für ein System Werthe der Yariabeln Xy y, z, p 
verschwinden. Die Determinante ^ dieser Functionen ist 
homogen und von dem zweiten Grade. Da nun die beiden 
ersten Functionen von gleichem Grade sind, so hat man nach 
Sat» (15) der vorhergehenden Vorlesung: 

||4-A«+^o-0, |^ + At; + ,i6 = 0, 

|| + A«; + ^c = 0, |/ + Ar + M-=0, 
und wenn man noch die Gleichungen hinznfBgt: 

so hat man 6 in Rttcksicht auf die 6 Unbekannten: 

af, y, », p, X, fi 

lineare homogene .Gleichungen. Das Resultat der Elimination 
dieser Unbekannten aus den 6 Gleichungen wird: 

ß = 0, 

eine in den Ebenen coordinaten u, v^ tc, r homogene Glei- 
chung des vierten Grades. Der hierdurch bewiesene Satz 
lässt sich auch so ausdrücken: 

Die Schnittcurve zweier Oberflächen zweiter 
Ordnung wird durch eine Ebene in 4 Punkten ge- 
schnitten. 
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Wird von den beiden Oberflächen zweiter Ordnung die 
eine ein Ebenenpaar ^ so ergiebt sich der Satz: 

Eine Oberflache zweiter Ordnung wird durch 
eine gerade Linie in 2 Punkten geschnitten^ 

der durch die Auflosung folgender Aufgabe auch direct be- 
wiesen wird: i 

Die Endgleichung zu bestimmen^ welche aus 
der Elimination von Xy y, 0, p aus den Gleichungen 
hervorgeht: 

q>(Xy y, Zy p) = 0, A^aX'\-hy-\'CZ'\-dp = Oy 

B^aX'\'ßy-\'yZ'\-dp = Oy B^tix-\-vy-{'tcz-{'fp = 0. 

Es verschwindet nach Satz (8) der vorhergehenden Vorlesung 
die in a;, y^ z, p lineare homogene Determinante z/ der Func- 
tionen 9, Ä, Bj B, welche in Bücksicht auf w, v^^ w, r li- 
near und homogen ist, für das System Werthe der VarialjiBln, 
welches den angegebenen vier Gleichungen genügt. Daher 
hat man die vier linearen Gleichungen: 

z/=:0, Ä = 0, B = 0, B = Oy 

aus welchen durch Elimination der Yariabeln die in u, v, w, r 
homogene Gleichung: 

ß = 

des zweiten Grades hervorgeht, welche analytisch das Schnitt- 
punktepaar der Oberfläche zweiter Ordnung tp = und der 
beiden Ebenen ^ = , B = darstellt. 
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f 

Zehnte Vorlesung. 

Pole und Polarebenen der Oberflächen zweiter 

Ordnung. 

Wir gehen von der durch Einführung der homogenen 
Coordinaten x^ y, Zy p statt der rechtwiiikligen Coordinaten 
homogen gemachten Gleichung zweiten Grades: 

(1) _• • • • ^^^' *' ^. JP) = 0, 

als dem analytischen Ausdruck für die Oberflächen zweiter 
Ordnung, aus. Wir bringen dieselbe in Verbindung mit den 
Gleichungen einer geraden Linie, die durch irgend zwei Punkte 
und 1 in ihr, deren Coordinaten wfr mit den angehängten 
Indices 0, 1 bezeichnen, bestimmt ist, nämlich nach (1) der 
sechsten Vorlesung: 

X = otq -|- aX| , 

Z = Zq -f- A^j , 

Diese Coordinaten rr, ?/, z, p, wenn sie der Gleichung der 
Oberfläche (1) genügen, sind die Coordinaten des ScTmitt- 
punktes der Oberfläche und der geraden Linie. Man hat daher 
zur Bestimmung von A für den Schnittpunkt die Gleichung: 

(3) . . . f{XQ + kx^, J/o + ^yi, ^o + ^^i;l>o + ^i>l) = 0. 

Da diese Gleichung aber in A eine quadratische ist, so 
erkennt man darin einen zweiten Beweis, dass die gerade 
Linie die Oberfläche zweiter Ordnung in zwei Punkten schnei- 
det. Die Coordinaten x, y, z, p des einen oder des anderen 
Schnittpunktes erhält man aus (2), indem man die eine oder 
die andere Wurzel für A setzt. Da die quadratische Gleichung 
entweder zwei reelle oder zwei imaginäre Wurzeln hat, so 
wird dem gemäss die gerade^ Linie die Oberfläche zweiter 
Ordnung in zwei reellen oder in zwei imaginären Punkten 
schneiden. Das Verhältniss der beiden Wurzeln ist das an- 
harmonische Verhältniss des Schnittpunktepaares zu dem ge- 

Hbpsh, analyt. Geometrie cl, Ranmes. 2. Aufl. 9 
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gebenen Punktepaare. Die Bedingung, dass das Sehnittpunkte- 
paar harmonisch sei zu dem gegebenen, ist daher das Ver- 
schwinden der Summe der beiden Wurzeln. 

Um diese Bedingung auszudrücken, entwickeln wir die 
Gleichung (3) mit Hülfe des Maclaurin'schen Satzes nach 
Potenzen von A, wodurch die Gleichung die Gestalt erhält: 

(4) ^« + 2A^, + ^/;, = o, 

wenn: 

2^l = «/(a;«) + yfiy«) + «i/"K)' + PfiPo)- 

Die Summe der beiden Wurzeln verschwindet allein unter 
der Bedingung: 

(5) . . . x^ f{x,) + y,r{y,) + z,ae,) + p, fiPo) = , 
welche sich auch so ausdrücken lässt: 

(6) . . . x,axy) + y.avi) + ^oA^i) +knp,) = o , 

denn der linke Theil dieser Gleichung bleibt bei der Vertau- 
schung der Indices und 1 mit einander ungeändert, wovon 
man sich leicht überzeugen kann, wenn man für die Zeichen 
der Differentialquotienten ihre wirklichen Ausdrücke setzt. 

Diese Gleichung ist also die Bedingung zwischen den Coor- 
dinaten zweier Punkte und 1, die stattfinden muss, wenn 
die Verbindungslinie derselben die Oberfläche zweiter Ordnung 
in zwei Punkten schneiden soll, die harmonisch sind zu den 
Punkten und 1. 

Man nennt zwei Punkte harmonische Pole der Ober- 
fläche zweiter Ordnung, wenn ihre Verbindungslinie die 
Oberfläche in zwei Punkten schneidet, die harmonisch sind 
zu den beiden Punkten. Die Gleichung (5) oder (6) ist dem- 
nach die einzige Bedingungsgleichung für ein harmonisches 
Polenpaar und 1 der Oberfläche (1). Diese Bedingungs- 
gleichüng ist linear und homogen in 'Rücksicht auf die Coor- 
dinaten jedes der beiden Pole. J)eshalb wird der geometrische 
Ort des einem gegebenen Punkte zugeordneten harmonischen 
Poles {x, y, 0, p) eine Ebene sein: 

(7) . . . xnx,) + y/-(y„) + <(;?„) + pfip,) = 0. 
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Diese Ebene nennt man die Polarebene des gegebe- 
nen Punktes oder seine Polare, und den gegebenen Punkt 
den Pol der Ebene. Die Polarebene eines gegebenen Punk- 
tes ist demnach der geometrische Ort des dem gegebenen 
Punkte zugeordneten Poles, oder, anders ausgedrückt, der 
geometrische Ort des vierten harmonischen Punktes auf den^ 
durch den gegebenen Punkt gehenden /Strahlen. 

Bezeichnet man die homogenen Goordinaten der Polar- 
ebene des Punktes mit m^, Vq, tv^ , r^, so hat man folgende 
lineare Relationen zwischen den Goordinaten des Poles und 
den Goordinaten seiner Polarebene: 

(8) . . . ^fiXo) = Wo , ir(yo) = Vo; ir W = ^^0 7 \f{P^) = ^0 y 

wodurch die Goordinaten der Polarebene ausgedrückt sind durch 
die Goordinaten des Poles und umgekehrt die Goordinaten des 
Poles sich berechnen lassen , wenn die Goordinaten der Polar- 
ebene gegeben sind. Da im letzteren Falle die Goordinaten 
der Polarebene beliebige Werthe erhalten können, so sieht 
man, dass jede beliebige Ebene die Polarebene ein^s durch 
die Ebene bestimmten Punktes ist, gleich wie jeder Punkt 
des Raumes seine Polarebene hat. 

Wenn man auf der Polarebene (7) des Punktes einen 
beliebig gewählten Punkt 1 fixirt, so hat man nach dem Vor- 
hergehenden die Relation (6). Die Gleichung der Polarebene 
des Punktes 1: 

^fixx) + yr(y,) + ^r(^,) +pr{p^) = o 

wird hiernach erfüllt, wenn man für die variabeln Goordi- 
naten die Goordinaten des Punktes setzt, das heisst, die 
Polarebene des' Punktes 1 geht durch den Punkt 0. Man er- 
kennt hierin den Beweis des Satzes: 

Wenn ein Punkt eine Ebene durchläuft, so dreht 
sich seine Polarebene um einen Punkt, den Pol der 
Ebene. 

Hieraus folgt sogleich ein zweiter Satz: 

Wenn ein Punkt eine gerade Linie durchläuft, 
so dreht sich seine Polarebene um eine zweite ge- 
rade Linie, die in der Polarebene liegt. 

9* 
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Diese beiden geraden Linien entsprechen einander in der 
Weise, dass die Polarebenen der Punkte auf der einen ge- 
raden Linie sich in der zweiten geraden Linie schneiden. Ein 
solches Linienpaar nennt man reciprokePolaren dej* Ober- 
fläche zweiter Ordnung und man erkennt leicht, dass jede 
beliebige gerade Linie im Räume ihre reciproke Polare hat. 

Es sind hierdurch zugleich die Mittel geboten, mit Leich- 
tigkeit die umgekehrten Sätze zu beweisen, nämlich folgende: 

-Wenn eine Ebene sich um einen gegebenen Punkt 
dreht, so beschreibt d.er Pol der Ebene die Polar- 
ebene des gegebenen Punktes. 

Wenn eine Ebene sich um eine gerade Linie in 
ihr dreht, so beschreibt der Pol der Ebene die re- 
ciproke Polare der geraden Linie. 

Der Pol liegt von seiner Polarebene bald weiter ent- 
fernt, bald näher, je nach seiner Lage zu der Oberfläche. Er 
kann selbst in seine Polarebene hineinfallen. Die Bedingung, 
dass er in seine Polarebene falle , wird aus (7) erhalten, wenn 
man für die variabeln Coordinaten die Coordinaten des Po- 
les setzt, wodurch man erhält /*(^o; 2/o? ^o? Po) ^^ ^- ^^^ 
heisst, wenn der Pol ein Punkt der Oberfläche zweiter Ord- 
nung wird, so liegt er in seiner Polarebene. In diesem Falle 
hat auch die Polarebene eine bemerkenswerthe Eigenschaft. 
Denn wählt man auf der Polarebene des in die Oberfläche 
fallenden Poles o beliebig einen Punkt p, so sind o und p 
harmonische Pole der Oberfläche. Die gerade Linie op schnei- 
det also die Oberfläche in einem Punktepaare, welches har- 
monisch ist zu dem Punktepaare o, p. Von diesem Schnitt- 
punktepaar fällt aber ein Punkt mit dem Punkte o zusam- 
men. Es muss daher der andere ebenfalls mit ihm zusammen- 
fallen. Das heisst, die gerade Linie op schneidet die Ober- 
fläche in zwei mit o zusammenfallenden Punkten. Eine solche 
gerade Linie nennt man Tangente der Oberfläche im 
Punkte 0. Die Polarebene von o ist demnach der geometrische 
Ort der Tangenten der Oberfläche in dem Punkte o. 

Der geometrische Ort der Tangenten in einem Punkte o 
der Oberfläche zweiter Ordnung ist hiernach eine Ebene, die 
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Tangentenebene der Oberfläche in diesem Punkte. Wir 
drücken diese Bemerkungen kurz so aus: 

Wenn der Pol ein Punkt der Oberfläche zweiter 
Ordnung wird, so wird seine Polarebene die Tan- 
gentenebene der Oberfläche in diesem Punkte, und 
umgekehrt ist der Pol der Tangentenebene einer 
Oberfläche zweiter Ordnung der Berührungspunkt. 

Die Gleichung (7) ist demnach die Gleichung der Taii- 
gentenebene in dem Punkte {Xf^, y^, Zq, p^y wenn dieser Punkt 
in der Oberfläche zweiter Ordnung selbst liegt. 

Schneidet man die Oberfläche zweiter Ordnung durch eine 
Ebene e, deren 'Pol p sei, und nimmt auf der Schnittcurve 
beliebig einen Punkt o an, so geht die Tangentenebene der 
Oberfläche im Punkte o, weil sie Polarebene dieses Punktes 
ist, durch j), und die gerade Linie op ist Tangente der Ober- 
fläche. Man hat daher den Satz: 

Wenn man den Pol einer Ebene durch eine ge- 
rade Linie verbindet mit irgend einem Punkte der 
Schnittcurve der Ebene und der Oberfläche zweiter 
Ordnung, so ist diese gerade Linie Tangente der 
Oberfläche in dem letzteren Punkte. 

Man erhält daher die Tangenten, die von einem gege- 
benen Punkte au eine Oberfläche zweiter Ordnung gelegt 
werden können, wenn man jeden Punkt der Schnittcurve der 
Polarebene durch eine gerade Linie verbindet mit dem gege- 
benen Punkte. Der geometrische Ort dieser Tangenten ist 
der Tangentenkegel der Oberfläche. Der Tangentenkegel 
berührt also eine Oberfläche zweiter Ordnung in derjenigen 
Curve, in welcher die Polarebene der Spitze die Oberfläche 
sehneidet. 

Wir wiederholen die Relationen (8) zwischen den Coor- 
dinaten x, y, z, p des Poles und den Coordinaten t*, v; w, r 
der Polarebene der Oberfläche zweiter Ordnung /'(^', y, js:,p)==^0: 

(9) . . . ^/-(a;) = u , \f{y) = v , {fiz) = w , ^^Cp) = r. 

Um die Coordinaten Xy y, z , p des Poles auszudrücken, 
wenn die Coordinaten u,v,w,r der Polarebene gegeben sind, 
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hat man diese linearen Gleichungen aufzulösen. Die Auf- 
lösung ergiebt für die Coordinaten des Poles Ausdrücke von 
der Form: au -\- bv -\- cw -\- dr. Setzt man diese Ausdrücke 
für X, y, 0, p in die homogene Function zweiter Ordnung 
f{x^ y, z, jp), so erhält man eine homogene Function F{Uj v, w, r) 
ebenfalls der zweiten Ordnung, welche wir die reciproke 
Function der Function f(x, y, z, p) nennen, und welche 
durch Substitution der Ausdrücke (9) wieder in die Function 
f{^, y, z, p) übergeht. 

Man hat daher unter Vermittelung der Substitutionen (9) 
die Gleichung: 

(10) F{u, V, w, r) = f(x, y, s, p). 

Da aber: f{x, y, 0, p) = x \f{x) + y ^f{y) + z ^f{z) 
-^ p \f{p), so hat man ferner: 

(11) . . . F{u, V, w, r) = XU -\- yv -\- zw -\- pr. 

Diese beiden Gleichungen (10) und (11) sind identische, 
wenn man sich die Werthe von u, v, w, r aus (9), oder, 
wenn man sich die Werthe von x, y, z,p, wie sie sich durch 
Auflösung der Gleichungen (9) ergeben, substituirt denkt. 

Differentiirt man unter der letzteren Annahme die Glei- 
chungen (10) und (11) partiell nach u, so erhält man: 

" -^w - Iz /"w + H r(y) + g/v) + 1: r(i>) 
-Hll' + ll' + li^+li'-}' 

TTif/ \ , dx , dy t dz i dp 

^ ^ ^ du * du ^ du 'du 

Dividirt man die erste Gleichung durch 2 und zieht sie 
von der letzten ab, so wird: 

^F'(u) == X. 

Auf diese Weise erhält man durch Differentiation der 
Gleichungen (10) und (11) nach u, v, w, r respective die 
Gleichungen : 

(12) ^F'(u)==x, ^F'(v)^y, ^F\w)=st, ^F'ir)=p, 

welche nichts anderes sind als die Auflösungen der linearen 
Gleichungen (9). Es verdient bemerkt zu werden, dass sie von 
derselben Form sind, als die aufzulösenden Gleichungen. 
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Um die der Fimctiou f reciproke Function F zu bilden^ 
hat man die Werthe von x, y, z,p der aufgelösten Gleichun- 
gen (12) in f einzusetzen^ wodurch man erhält: 

Fiu, V, w, r) = f{)iF-{u) , ^F'{v), ^Fim), ^FXr)). 

Aber einfacher^und zugleich auf einem eleganteren Wege 
gelangt man zum Ziele durch die identische Gleichung: 

F{u, V) w,r)=u. ^FXu) + v . ^F\v) + m; . -^ F\w) + r . ^F\r), 

denn die Ausdrücke ^ FXu) . . . ; aus welchen der rechte Theil 
der Gleichung zusammengesetzt ist^ sind durch die Auflosun- 
gen (12) der Gleichungen (9) unmittelbar gegeben. 

Es verdient hervorgehoben zu werden, dass die der Func- 
tion F reciproke Function wieder die ursprüngliche /"ist. Diese 
beiden Functionen, die nach (10) unter Vermittelung der Sub- 
stitutionen (9) oder (12) identische werden, stehen hiernach 
in solcher Beziehung, dass durch die eine auch die andere 
gegeben ist. 

In der Gleichung (10) bedeuteten x, y, z, p die Coordi- 
n^ten des Poles und u, v, w, r die Coordinaten der dem Pole 
zugeordneten Polarebene. Wenn der Pol die Oberfläche zweiter 
Ordnung /*= durchläuft, so berührt die Polarebene dieselbe 
Oberfläche und ist Tangentenebene der Oberfläche in dem 
Pole. Für diesen Fall hat man aber nach (10): 

F(Uy Vy Wy r) =^ f{x, y, z, p) = , 

das heisst, wenn eine Ebene Tangentenebene der Oberfläche 
zweiter Ordnung f=0 ist, 50 genügen die Coordinaten die- 
ser Ebene der Gleichung zweiten Grades F(u, v, w, r) = 0, 
und umgekehrt, wenn die Coordinaten einer Ebene dieser 
Gleichung genügen, so ist die Ebene eine Tangentenebene 
der Oberfläche zweiter Ordnung /' = 0. 

Denkt man sich die Oberfläche zweiter Ordnung /*= 
durch ihre sämmtlichen Tangentenebenen erzeugt in gleicher 
Weise, wie bisher durch Punkte in ihr, so wird man nach der 
Analogie die Gleichung: 

(13) F{u, Vy w, r) = 

die Gleichung der Oberfläche zweiter Ordnung in 
Ebenencoordinaten nennen, zum Unterschiede von der in 
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Punktcoordinaten gegebenen Gleichung f{x, y,z,p) = der- 
selben Oberfläche. Man versteht also unter der Gleichung 
einer Oberfläche zweiter Ordnung in Ebenencoordinaten die 
Gleichung zweiten Grades^ welche die Coordinaten einer Ebene 
zli erfüllen haben, jyenn die Ebene Tangentenebene der Ober- 
fläche zweiter Ordnung sein soll. Wie sie aus der gegebenen 
Gleichung der Oberfläche zweiter Ordnung in Punktcoordi- 
naten oder wie aus ihr wiederum die Gleichung der • Ober- 
fläche in Punktcoordinaten hervorgeht , ist nach dem Vorher- 
geheuden klar. 

Um zu einer neuen Form der Function f zu gelan- 
gen , stellen wir unter Beifügung eines Factors t = — 1 die 
Gleichungen zusammen, welche vorhin dazu dienten, die 
Function /'als eine Function der Ebenencoordinaten wieder- 
zugeben : 

/14N kf\y) + '^ .t = o, 

ux -]- vy -\- W0 -{- rp -\- f , t = 0. 

Die^ linken Theile dieser 5 Gleichungen kann man als 
lineare homogene Functionen der 5 Variabein x, y, 0, p, t 
betrachten, die für ein System Werthe dieser Variabelu ver- 
schwinden. Die Determinante ^ dieser 5 Functionen ver- 
schwindet nach (8) der achten Vorlesung für diese Werthe. 
Man hat daher eine Gleichung ^ = zwischen f und den 
Ebenencoordinaten, woraus sich/' als eine Function der Ebe- 
nencoordinaten ergiebt. 

Zur wirklichen Darstellung der Function f in der ange- 
deuteten Weise bedarf es der Kenntniss der Function f selbst. 
Nehmen wir daher an, dass: 

(15) .../•= a^x'^ + aj^i/2 + ö5.^.^^2 _^ ^^^^2 

+ 2aoi^y + 2ao2^^ + "^^(^z^P 

so wird, indem wir der Bequemlichkeit wegen setzen a^x 
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iA^) = «00^ + «Ol» + «02^ + f^ozP, 

irW = »20^ + «21 y + «22^ + «23i>> 

Setzt man diese Werthe aber in (14), so erhält man die ge- 
suchte Determinante: 


^ = 


«00 > «Ol; «02; «03; ^ 


«10; «11; «12; «13 1 ^ 


«I 


«20 > «21; «22; «?3; ^^ 

«m; «3t; «32; «33; *" 

M, v, W, r, f + 


und aus der Gleichung z/ = 0, mit Kücksicht auf (16) der 
siebenten Vorlesung, wird: 


(16) ... A.f + 


«00; «Ol; «02; «oa; ^* 

«10; «11 ; «12; «13; ^ 

«20 ; «21 ; «22; «23; ^ 

«30; «31 ; «32; «33; ^ 


u 


V 


w 





= 0, 


indem man hat: 


(17) 


«00 ; «Ol ; «02 ; «03 

: «20 9 «21 ; «22; «23 

i «30 ; «31 ; «32 ; «33 I 


Da aber die durch Ebenencoordinaten ausgedrückte Func- 
tion f nach (10)v die Function F ist, so hat man eine zweite 
Darstellung der Function F in Determinantenform: 


(18) F(u, V, w, r) = 


1 
A 


«00; «Ol; «02 9 «03; ^ 

' «10; «11 > «12; «13; ^ 

«20; «21; «22; «23; ^ 

«30; «31 > «32; «33; ^ 


u 


V 


w 
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Elfte Vorlesung. 

Weitere allgemeine Eigenschaften der Ober- 
flächen zweiter Ordnung. 


Von der Gleichung der Oberflächen zweiter Ordnung in 
Punktcoordinaten am Anfange der neunten Vorlesung aus- 
gehend, gelangten wir mit Hülfe von Pol und Polarebene am 
Schlüsse der letzten Vorlesung zu einer neuen analytischen 
Ausdrucksweise der Oberflächen zweiter Ordnung in Ebenen- 

coordinaten: 

F{u, V, w, r) = 0, 

der Bedingungsgleichung zweiten Grades ; iiy^elche erfüllt wird, 
wenn die Ebene (w, v, w, r) Tangentenebene der Oberfläche 
zweiter Ordnung ist. Eine gleiche Behandlungsweise dieser 
Gleichung, wie in der neunten Vorlesung die der Gleichung der 
Oberfläche in Punktcoordinaten, wird zu analogen Sätzen 
führen. 

Die angegebene Gleichung der Oberfläche zweiter Ord- 
nung in Ebenencoordinaten ist aus 10 Gliedern zusammen- 
gesetzt, von welchen jedes Glied seinen Coefficienten hat. Da 
jedoch durch Division der Gleichung durch einen Coefficien- 
ten dieser Coefficient auf die Einheit zurückkommt, so kann 
man, ohne die Gleichung zu beschränken, annehmen, dass 
ein Coefficient gleich 1 sei, dass also die Gleichung nur 
9 Coefficienten enthalte, welche in linearer Weise in die Glei- 
chung eingehen, und deren Werthe die Natur der Oberfläche 
zweiter Ordnung bedingen. 

Soll die Oberfläche zweiter Ordnung eine durch ihre Coor- 
dinaten gegebene Ebene berühren, so müssen diese 9 Coef- 
ficienten der linearen Bedingungsgleichung genügen, die man 
erhäJt, wenn man in der Gleichung der Oberfläche für die 
Variabein die gegebenen Coordinaten der Ebene setzt. Neun 
solcher Bedingungsgleichungen bestimmen die 9 Coefficienten 
unzweideutig. Daher hat man den Satz: 

Durch 9 beliebig gewählte Tangentenebenen 
ist eine Oberfläche zweiter Ordnung im Allgemei- 
nen unzweideutig bestimmt. 


Weitere allgem. Eigenscbaft^^n der OberflächcD zweiter Ordnung. 139 

Acht Tangenteuebeuen der Oberfläche zweiter Ordnung, 
welche 8 linearen Bedingungsgleichungen zwischen den 9 Coef- 
fienten entsprechen, bestimmen deshalb die Oberfläche nicht 
vollständig. Vielmehr lassen sich 8 Coefficienten durch den 
ueunten A, der willkürlich bleibt, ausdrücken, und diese Aus- 
drücke, eingesetzt in die obige Gleichung der Oberfläche zwei- 
ter Ordnung, geben die allgemeine Form der Gleichung aller 
Oberflächen zweiter Ordnung: 

0{u, V, w, r) — A V(Uj V, w^ r) = 0, 

welche 8 gegebene Ebenen berühren. 

Daraus erhält man, indem man A = oder = <x> setzt, 
die Gleichungen: 

zweier bestimmten Oberflächen zweiter Ordnung, welche die 
8 gegebenen Ebenen berühren. Diese beiden Oberflächen 
haben unendlich viele gemeinschaftliche Tangentenebenen, 
welche den Ebenencoordinaten entsprechen, die beiden Glei- 
chungen zugleich genügen. Da aber die Ebenencoordinaten, 
welche den beiden Gleichungen zu gleicher Zeit genügen,' 
auch der vorhergehenden allgemeinen Gleichung genügen, so 
hat man den Satz: 

Alje Oberflächen zweiter Ordnung, welche 8 
gegebene Ebenen berühren, werden von allen Ebe- 
nen berührt, welche gemeinschaftliche Tangenten- 
ebenen zweier dieser Oberflächen sind. 

Soll daher eine Oberfläche zweiter Ordnung durch 9 Tan- 
gentenebenen bestimmt sein, so dürfen diese nicht zwei Ober- 
flächen zweiter Ordnung zugleich berühren. 

Ein specieller Fall einer Oberfläche zweiter Ordnung ist 
ein Punktepaar, oder, will man sich eine andere Vorstellung 
davon machen, eine in eine gerade Linie ausgeartete Ober- 
fläche, welche durch die beiden Punkte begrenzt ist. Denn 

wenn: 

^ = 0, li = 

die Gleichungen zweier Punkte bedeuten, so stellt: 
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als eine Gleichung zweiten Grades, eine Oberfläche zweiter 
Ordnung dar. 

Ist nun F =0 die Gleichung einer gegebenen Oberfläche 
zweiter Ordnung in Ebenencoordinaten, so hat man den all- 
gemeinsten analytischen Ausdruck für die Oberflächen zweiter 
Ordnung, welche von allen Tangentenebenen der gegebenen^ 
Oberfläche berührt werden , die entweder durch den einen oder 
den anderen Punkt hindurchgehen: 

F—XAB = 0. 

Mit anderen Worten lässt sich dasselbe also wiedergeben : 
Die angegebene Gleichung mit dem willkürlichen Factor A 
stellt alle möglichen Oberflächen zweiter Ordnung dar,"Avelche 
die beiden von den Punkten A = und JB = ausgehenden 
Tangentenkegel der gegebenen Oberfläche F =0 ringsum be- 
rühren. 

Ist daher ^ = die Gleichung einer Oberfläche zweiter 
Ordnung; welche jeden der genannten Tangentenkegel ringsum 
berührt, so wird man immer die Factoren A und ft so be- 
istimmen können, dass man identisch hat: 

F - XAB = ^0. 

Nimmt man an, F und A seien gegeben, so stellt die 
Gleichung F — XAB = i) mit den vier in XB steckenden 
willkürlichen Constanten eine Oberfläche zweiter Ordnung dar, 
welche den vom Punkte ^ = ausgehenden Tangentenkegel 
der Oberfläche F=0 berührt. Wir werden beweisen, dass 
diese Gleichung F — XAB = alle möglichen Oberflächen 
zweiter Ordnung darstellt, welche von dem, von dem Punkte 
al = ausgehenden , Tangentenkegel der Oberfläche F =0 
ringsum berührt werden. 

Wenn man die Gleichung der Oberfläche zweiter Ord- 
nung F =0, welche die Bedingung für die Tangentenebenen 
der Oberfläche ist, mit der Gleichung r = des C5oordinaten- 
anfangspunktes zusammenstellt, so sind" beide Gleichungen 
die Bedingungen für diejenigen Tangentenebenen, welche 
durch den Coordinatenanfangspunkt gehen. 

Die erste von diesen Bedingungsgleichungen lässt sich 
einfacher darstellen. Denn setzt man in derselben r = 0, 
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wodurch sie übergehe in JP^j = 0, so werden t\ =0 undr = 
die Bedingungen für die Tangentenebenen der Oberfläche 
F=0 sein, welche durch den Coordinatenanfangspunkt gehen. 

Die Gleichung I\ == *) hat nur sechs Glieder. Da der 
Coefficient eines Gliedes durch Division der Gleichung in die 
Einheit verhandelt werden kann, so werden die Lagen aller 
Tangentenebenen, welche durch den Coordinatenanfangspunkt 
gehen, analytisch von den 5 übrigen Coefficienten abhängen. 
Diese 5 Coefficienten sind unzweideutig bestimmt durch 5 Tan- 
gentenebenen, welche durch den Coordinatenanfangspunkt 
gehen. Wir können deshalb sagen „dass der von dem Coor- 
dinatenanfangspunkte ausgehende Tangentenkegel einer Ober- 
fläche zweiter Ordnung durch 5 seiner Tangentenebenen un- 
zweideutig bestimmt sei." 

Dasselbe gilt für jeden Tangentenkegel einer Oberfläche 
zweiter Ordnung, von' welchem Punkte des Raumes er auch 
ausgehen mag. Denn da durch Verlegung des rechtwink- 
ligen Coordinatensystems die Form der Gleichung /* = 
der Oberfläche zweiter Ordnung in Punktcoordinateu nach 
den Auseinandersetzungen in der neunten Vorlesung sich nicht 
ändert, so wird nach der zehnten Vorlesung auch die Glei- 
chung F = der Oberfläche zweiter Ordnung in Ebenen- 
coordinaten ihre Form nicht ändern, und es kann jeder Punkt 
des Raumes in gleicher Weise als Coordinatenanfangspunkt 
dienen. 

Wenn nun eine Oberfläche zweiter Ordnung JP = und 
ein Punkt ^ = vorliegen , so wissen wir , dass 5 Tangen- 
tenebenen des, von dem Punkte ausgehenden, Tangeutenkegels 


*) Die Gleichung Fq = ist wieder die Gleichung einer Oberfläche 
zweiter Ordnung, die aber, wie sich aus den Angaben der zehnten Vor- 
lesung nachweisjßn lässt, reelle Punkte nur im Unendlichen aufweiset. 
Eine andere Eigenschafb dieser Oberfläche ist, dass jede Ebene, welche 
parallel geht einer ihrer Tangentenebenen , wieder Tangentenebene der- 
selben Oberfläche ist. 

Von dieser Art Oberflächen zweiter Ordnung, welche nur im Un- 
endlichen liegen, kann man sich allerdings keine klare geometrische 
Vorstellung machen, sie dienen jedoch in der synthetischen Geometrie 
als Mittel zur Erfindung von geometrischen Sätzen, deren directe Be- 
weise oft nicht ohne Schwierigkeit gefunden werden. 
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der Oberfläche, welche zugleich Tangentenebenen der Ober- 
fläche sind; den Tangentenkegel unzweideutig- bestinunen. 
Die Oberfläche i^ = bestimmen sie aber nicht vollständig. 
Durch 5 Tangentenebenen der Oberfläche sind nur 5 lineare 
Bedingungsgleichungen zwischen den 9 Coefficienten in der 
Gleichung der Oberfläche gegeben. Die Gleichung der Ober- 
fläche muss daher noch 4 willkürliche Constanten in linearer 
Weise mit sich führen. Den genannten 5 Bedingungsgleichun- 
gen genügen die Coefficienten in der Gleichung J' — lÄB=r=0, 
welche noch 4: in XB steckende willkürliche Constanten mit 
sich führt. Sie^ stellt also jede Oberfläche zweiter Ordnung 
dar, für welche der von dem Punkte J. = an die Ober- 
fläche F= gelegte Tangentenkegel ebenfalls Tangenten- 
kegel ist. 

Wenn daher F =0 und <P = die Gleichungen zweier 
Oberflächen zweiter Ordnung sind, die den von dem Punkte 
^=0 ausgehenden Tangentenkegel gemeinsam haben, so 
wird man ^ und die vier in XB steckenden Constanten immer 
so bestimmen können, dass man identisch hat: 

F—^0 = XÄB. 

Daraus ergiebt sich der Satz: 

Wenn zwei Oberflächen zweiter Ordnung von 
demselben Tangentenkegel ringsum berührt wer- 
den, so werden sie gleichzeitig von einem zweiten 
Tangentenkegel ringsum berührt. 

Sind nur 7 Tangentenebenen einer Oberfläche zweiter 
Ordnung F =0 durch ihre Coordinaten gegeben , so hat man 
zwischen den Coefficienten in der Gleichung der Oberfläche 
auch nur 7 lineare Bedingungsgleichungen, mittels welcher 
sich 7 Coefficienten durch die beiden anderen A und /[t, die 
willkürlich bleiben, ausdrücken lassen. Setzt man diese Aus- 
drücke in die Gleichung 2^= Oder Oberfläche ein, so erhält 
man die allgemeinste Form der Gleichung der Oberfläche zwei- 
ter Ordhung^ welche die 7 Ebenen berührt: 

O + 0CW+ XX = 0. 

Da diese Gleichung zusammengesetzt ist aus den Glei- 
chungen der drei Oberflächen zweiter Ordnung: 
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<^ = 0; y=0, X=0, 

so wird sie erfüllt für jedes System der Ebenencoordinaten^ 
welches den drei Gleichungen zugleich genügt. Das heisst^ 
die gemeinsamen Tangentenebenen der drei Oberflachen sind 
zugleich Tangenten ebenen der allgemeinen Oberfläche zwicitcr 
Ordnung, welche die 7 Ebenen berührt. Die drei Oberflächen 
zweiter Ordnung werden aber, wir wir sogleich nachweisen 
werden, von 8 Ebenen zugleich berührt. Da von diesen 
8 Ebenen 7 die gegebenen sind, denn die angegebenen drei 
Oberflächen sind specielle Fälle der allgemeinen Oberfläche 
zweiter Ordnung, so hat man den Satz: 

Alle Oberflächen zweiter Ordnung, welche 7 
gegebene Ebenen berühren, berühren überdies eine, 
durch die 7 Ebenen bestimmte, achte Ebene. 

Wenn daher zur Construction einer Oberfläche zweiter 
Ordnung 8 solche Ebenen gegeben sind, so vertreten sie nur 
die Stelle von 7 Ebenen. 

Die Bestimmung der dreien Oberflächen zweiter Ordnung 
gemeinschaftlichen Tangentenebenen führt auf die rein alge- 
braische Aufgabe: 

Die Endgleichung zu bestimmen, welche durch 
Elimination der Variabein w, v, tc, r aus den vier 
homogenen Gleichungen hervorgeht: 

= 0, V = 0, X = 0, 

R ^ ux -^ vy -{- WZ -\- rp =^ 0, 

Denn die Endgleichung wird das Product der Gleichun- 
gen sämmtlicher gemeinsamen Tangentenebenen sein, in Punkt- 
coordinaten ausgedrückt. 

Diese Aufgabe, sowie die folgenden, sind bereits in der 
neunten Vorlesung mit Vertauschung von Punkt- und Ebenen - 
coordinaten gelöst worden. Wir entnehmen daraus, dass die 
homogene Engleichung in Punktcoordinaten vom achten Grade 
ist, wodurch der Satz bewiesen wird: 

Drei Oberflächen zweiter Ordnung haben 8 ge- 
meinsame Tangentenebenen. 
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Ebenso führt die Bestimmung der gemeinsamen Tangen- 
tenebenen zweier Oberflächen zweiter Ordnung <^ = 0, ?P*=0, 
welche durch einen gegebenen Punkt ^ = hindurchgehen, 
auf die Aufgabe zurück: 

Die Endgleichung zu bestimmen, welche durch 
Elimination der Variabein u, v, w, r aus den vier 
homogenen Gleichungen hervorgeht: 

<^ = 0, ^ = 0, Ä = au-\-bv -\'CW + dr = 0, 

R^ux -{- vy -]- w^ -\- rp = 0. 

Die geometrische Interpretation der Endgleichung giebt 
den Satz: 

Durch einen gegebenen Punkt des Raumes las- 
sen sich vier Ebenen legen, welche zwei gegebene 
Oberflächen zweiter Ordnung zugleich berühren. 

Die Frage endlich nach den Tängentenebenejn einer Ober- 
fläche zweiter Ordnung' ^ = 0, welche durch zwei beliebig 
gegebene Punkte des Raumes ^ = und B == oder durch 
die Verbindungslinie derselben hindurchgehen, fällt mit der 
Aufgabe zusammen: 

Die Endgleichung zu bestimmen, welche durch 
Elimination der Variabein u, v, w, r aus den vier 
homogenen Gleichungen hervorgeht: 

= Oy A^ aU'\-'bv-\-cw-\- dr = Oy 

B^ (xu-\- ßv-^'yw-^dr = 0, R ^ux -\- vy -}- W0 -{- rp = . 

Dass die Endgleichung in Rücksicht auf die Punktcoor- 
dinaten vom zweiten Grade ist, dient als Beweis des Satzes: 

Durch eine gerade Linie lassen sich zwei Tan- 
gentenebenen an eine Oberfläche zweiter Ordnung 
legen. 
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Zwölfte Vorlesung. 

Fortsetziing der zehnten Vorlesung über Pole 
und Polarebenen der Oberflächen zweiter Ord*. 

nung. Beeiprocität. 


Wir haben am Ende der zehnten Vorlesung für die Ober- 
flächen der zvieiteii Ordnung den analytischen Ausdruck der- 
selben gefunden: 

(1) F(u, V, w, r) = 0. 

Wif stellen denselben zusammen mit den Coordinaten u, v, w, r 
irgend einer Ebene; welche durch die Schnittlinie l zweier 
gegebenen Ebenen und 1 hindurchgeht; deren Coordinaten 
wir mit den angehängten Indices bezeichnen ^ indem wir die 
betreffenden Relationen aus (4) der sechsten Vorlesung ent- 
nehmen : 

w = f4o + *Wi , 

(2) .• t? = t;o +At?i, 

Wenn diese Coordinaten u, v, w, r der Gleichung (1) 
genügen ; so entsprechen sie den Tangentenebenen der Ober- 
fläche. Man hat daher zur Bestimmung der Tangentenebenen 
der Oberfläche , die durch die gerade Linie { gehen, die Glei- 
chung: 

(3) F(uq + Am,, t?o + Av,, M^o + ^^\f ^•o + ^^i) = 0. 

Dass diese Gleichung eine in A quadratische Gleichung 
ist; wird als neuer Beweis des Satzes gelten, den wir aus 
einer anderen Betrachtung bereits abgeleitet haben, dass durch 
eine gerade Linie sich an eine Oberfläche zweiter Ordnung 
zwei Tangentenebenen legen lassen. 

Das anharmonische Verhältniss des erwähnten Tangenten- 
ebenenpaares zu dem gegebenen Ebenenpaare 0, 1 ist das 
Verhältniss der beiden Wurzeln der quadratischen Gleichung. 
Es wird dieses Verhältniss zu einem harmonischen unter der 

Hssss, analyt. Geometr. d. Baumes. 2. Aufl. 10 
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Bedingimg^ dass die Summe der beiden Wurzeln verschwindet 
Entwickelt man^ um diese Bedingung auszudrücken^ die qua- 
dratische Gleichung (3) nach Potenzen von X imd setzt in 
der Entwickelung den Coefficienten der ersten Potenz gleich 0, 
so erhält man: 

(4) . . . «1 F'(Uo) + «, F'(v,) + «;, F'K) + r, FXr,) = , 

oder^ da man auch die Indices und 1 yertauschen kann^ 
ohne den linken Theil der Gleichung zu ändern: 

(5) . . . «o-F"(«t) + fo-P"(«.) + Wo-F'K) + roF'ir,) = - 

als Bedingung far das Ebenenpaar 0^ 1, wenn dasselbe zu 
dem, durch ihre Schnittlinie gelegten, Tangentenebenenpaare 
der Oberfläche harmonisch sein soD. * 

Man nennt ein Ebenenpaar harmonische Polarebe- 
nen oder harmonische Polaren einer Oberfläche zweiter 
Ordnung, wenn das, durch die Schnittlinie derselben gelegte, 
Tangentenebenenpaar der Oberfläche harmonisch ist zu jenem 
Ebenenpaare. Es ist daher (4) oder (5) die einzige Bedin- 
gung, die die Coordinaten zweier Ebenen und 1 zu erfül- 
len haben, wenn sie harmonische Polarebenen der Oberfläche 
zweiter Ordnung sein sollen. 

Nimmt man an, die eine harmonische Polarebene der 
Oberfläche sei gegeben, die andere habe die Coordinaten 
u, Vy w, r^ 80 hat man die einzige Bedingung: 

(6) . . . ur(uo) + vFXv,) + wFXw,) + rF\r,) = 0, 

welche ausdruckt, dass sämmtliche harmonische Polarebenen 
einer gegebenen Ebene durch einen und denselben Punkt 
gehen, dessen Coordinaten Xq, y^, Zq, Pq durch die Gleichun- 
gen bestimmt sind: 

Diese Gleichungen sind aber nach (12) der zehnten Vorlesung 
die Relationen zwischen Pol und Polarebene. Es ist daher 
(6) die Gleichung des Poles der gegebenen Ebene und 
man hat den Satz: 

Die, einer gegebenen Ebene zugeordneten, har- 
monischen Polarebenen einer Oberfläche zweiter 
Ordnung gehen durch den Pol der gegebenen Ebene. 


FortHtzung der zehnten Vorlesung. Eeciprocitäi 147 

Es ist eine charakteristisclie Eigenschaft eines hannoni- 
sehen PolarebenenpaareS; dass der Pol der einen Ebene in der 
anderen liegt. Denn die Gleichungen (4) und (5) gehen durch 
die bekannten Relationen (12) der zehnten Vorlesung zwischen 
Pol und Polarebene über in: 

welche Gleichungen nach (9) der zehnten Vorlesung sich auch 
.so darstellen lassen: 

^oA^i) + Vor dfx) + ^oA^i) +PonPt) =0, 

woraus wir den geometrischen Satz entnehmen: 

Die Pole zu einem Paare harmonischer Polar- 
ebenen einer Oberfläche zweiter Ordnung sind har- 
monische Pole^ und die Polarebenen eines harmo- 
nischen Polenpaares einer Oberfläche zweiter Ord- 
nung sind harmonische Polarebenen. 

Wenn man die bekannten Ausdrücke der Punktcoordinaten 
des Poles einer Oberfläche zweiter Ordnung nach (12) der 
zehnten Vorlesung in die Gleichung einer zweiten, in Punkt- 
coordinaten gegebenen, Oberfläche zweiter Ordnung: 

einsetzt, so erhält man die Gleichung einer dritten Oberfläche 
zweiter Ordnung in Ebenencoordinaten : 

9{MF'{u), \r{f), i,F\w), \F\r)) = 0. 

Setzt man dagegen die Ausdrücke (9) der zehnten Vor- 
lesung in die Gleichung einer zweiten, in Ebenencoordinaten 
gegebenen, Oberfläche zweiter Ordnung: 

0(u, v, tr, r) = 0, 

so erhält man die Gleichung einer dritten Oberfläche zweiter 
Ordnung in Punktcoordinaten: 

10* 
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Diese Bemerkungen beweisen den Satz: 

Wenn der Pol einer gegebenen Oberfläche zwei- 
ter Ordnung eine zweite Oberfläche zweiter Ord- 
nung beschreibt, so berührt seine Polarebene eine 
dritte Oberfläche zweiter Ordnung, und umgekehrt, 
wenn die Polarebene einer gegebenen Oberfläche 
zweiter Ordnung sich als Tangentenebene um eine 
zweite Oberfläche zweiter Ordnung herurabewegt, 
so beschreibt der Pol eine dritte Oberfläche zwei- 
ter Ordnung. 

Die zweite und dritte Oberfläche fallen mit der gegebe- 
nen zusammen, wenn entweder der Pol die gegebene Ober- 
fläche durchläuft, oder die Polarebene sich als Tangenten- 
ebene um die gegebene Oberfläche herumbewegt. 

Wir fugen endlich noch einige Sätze hinzu, die sich nach 
den entwickelten Principien ebenso von selbst verstehen: 

Das anharmonische Verhältniss von zwei Punk- 
tepaaren auf einer geraden Linie ist gleich dem 
anharmonischen Verhältnisse ihrer Polarebenen. 

Das anharmonische Verhältniss von zwei Paar 
Ebenen, welche sich in derselben geraden Linie 
schneiden, ist gleich dem anharmonischen Verhält- 
nisse ihrer Pole. 

Die Polarebenen von zwei harmonischen Punk- 
tepaaren sind harmonische Ebenen. 

Die Pole von zwei harmonischen Ebenenpaaren 
sind harmonische Punkte. 

Die Polarebenen von drei Punktepaaren der In- 
volution bilden wieder eine Involution. 

Die Pole von drei Ebenenpaaren der Involution 
bilden wieder eine Involution. 

Es bleibt noch übrig, auf das Verhalten von den Linien- 
paaren hinzuweisen, die wir in der zehnten Vorlesung reci- 
proke Polaren der Oberfläche zweiter Ordnung genannt haben. 
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Aus der charakteristischen Eigenschaft eines solchen 
Linienpaares ^ dass die Polarebeuen der Punkte auf der eine^ 
dieser Linien sich in der anderen schneiden; folgt unmittel- 
bar der Satz: 

Jede gerade Linie, welche ein Paar reciproke 
Polaren einer Oberfläche zweiter Ordnung schnei- 
det, schneidet die Oberfläche in einem Punktepaar, 
welches zu dem Schnittpunktepaar auf den reci- 
proken Polaren harmonisch ist. 

Da sich die Polarebenen aller Punkte auf einer gegebe- 
nen Ebene in dem Pol dieser Ebene schneiden, so werden 
auch die Polarebenen der Punkte, welche auf zwei geraden 
Linien der gegebenen Ebene liegen , diurch den Pol der Ebene 
gehen, woraus die Sätze gefolgert werden können: 

Wenn sich zwei gerade Linien im Räume schnei- 
den, so schneiden sich auch die reciproken Polaren 
der beiden geraden Linien in einem Punkte, welcher 
der Pol ist der Ebene, in der die beiden geraden 
Linien liegen, und umgekehrt ist der Schnittpunkt 
der beiden geraden Linien der Pol der Ebene, in 
welcher die reciproken Polaren liegen. 

Beschreibt eine gerade Linie in irgend welcher 
Art eine Ebene, so dreht sich ihre reciproke Polare 
um den Pol der Ebene. 

Dreht sich eine gerade Linie um einen Punkt 
in ihr, so beschreibt ihre reciproke Polare die Po- 
larebene des Punktes. 

Wenn eine gerade Linie in einer Ebene sich um 
einen Punkt in ihr dreht, so dreht sich ihre reci- 
proke Polare um den Pol der Ebene in der Polar- 
ebene des Punktes. 

Da die reciproke Polare einer gegebenen geraden Linie 
in der Polarebene eines beliebigen Punktes der gegebenen 
geraden Linie liegt, so sieht man, dass die reciproke Polare 
der Tangente der Oberfläche zweiter Ordnung in der Tangen- 
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tenebene des Berührungspunktes liegen muss. Denn wählt 
man den Berührungspunkt der Tangente als den beliebigen 
Punkt, so ist seine Polarebene eben die Tangentenebene. 
Wählt man aber einen anderen Punkt der Tangentenebene 
auf der Tangente, so geht seine Polarebene bekanntlich durch 
den Berührungspunkt. Das heisst: 

Die reciproke Polare der Tangente in einem 
Punkte einer Oberfläche zweiter Ordnung ist in 
diesem Punkte wieder Tangente der Oberfläche. 

f 

Aus der Combination dieses Satzes mit den vorhergehen- 
den folgt femer: 

Wenn eine gerade Linie sich als Tangente einer 
ebenen Schnittcurve einer Oberfläche zweiter Ord- 
nung fortbewegt, so beschreibt die reciproke Polare 
der geraden Linie denTangentenkegel, der die Ober- 
fläche in der ebenen Schnittcurve ringsum berührt, 
und umgekehrt, wenn eine gerade Linie einen Tan- 
gentenkegel der Oberfläche zweiter Ordnung be- 
schreibt, so bewegt sich die reciproke Polare der 
geraden Linie als Tangente um die Berührungs- 
curve. 

Bewegt sich eine gerade Linie als Tangente um 
eine zweite,' von der zum Grunde gelegten Ober- 
fläche zweiter Ordnung verschiedenen, Oberfläche 
zweiter Ordnung, so bewegt sich die reciproke Po- 
lare der Tangente alsTangente um eine dritte Ober- 
fläche zweiter Ordnung, welche von den Polarebe- 
nen der Punkte auf der zweiten Oberfläche berührt 
wird. 

Beschreibt nämlich der Pol die zweite Oberfläche zweiter 
Ordnung, so bewegt sich seine Polarebene als Tangentenebene 
um eine dritte Oberfläche zweiter Ordnung. Die Tangente der 
zweiten Oberfläche ist die Verbindungslinie zweier unendlich 
nahen Punkte auf der Oberfläche; ihre Polarebenen, die die 
dritte Oberfläche berühren, liegen ebenfalls unendlich nahe 
an einander und schneiden ßich in der Tangente der letzteren 
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Oberfläche. Diese Schnittlinie ist aber die reciproke Polare 
der erwähnten Tangente der zweiten Oberfläche. 

Wir schliessen hiermit diese Betrachtangen. Die aus 
ihnen gewonnenen Sätze über Pol und Polare genügen , um 
ein Uebertragungs-Princip herzuleiten, welches den Namen 
des Principes der Beciprocität führt. Dieses Princip, 
welches die Sätze Yon der Lage der Figuren verdoppelt ^ soll 
in den äusseren Umrissen in dem Folgenden entwickelt werden. 

Jede gegebene Figur im Räume , bestehend aus Punkten; 
geraden Linien, Curyen, Ebenen, Oberflächen, kann man 
sich in doppelter Weise entstanden denken, durch den Punkt 
oder durch die Ebene. Wählt man den Punkt als die Einheit 
der Erzeugung, so wird jede Figur der bibegriff aller Punkte 
sein, welche in ihr liegen. Wählt man dagegen die Ebene 
als die Einheit der Erzeugung der Figur, so stellt sich der 
Punkt als der Libegriff aller Ebenen dar, welche durch den 
Punkt gehen; die gerade Linie wird der InbegriiF aller Ebe- 
nen sein, welche sich in ihr schneiden, die Curve wird der 
Inbegriff aller Ebenen sein, welche durch die Tangenten der 
üurye gehen, die Oberfläche endlich wird der Libegriff aller 
ihrer Tangentenebenen sein. 

Legt man nun irgend eine Oberfläche zweiter Ordnung 
zu Grunde, die den Namen der Directrix führt) und be- 
trachtet jeden Punkt der gegebenen Figur im Baume als den 
Pol einer Ebene und, in der zweiten Darstellung derselben 
Figur durch Ebenen, jede Ebene als die Polarebene eines 
Punktes in Beziehung auf die Directrix, so werden die Ebene 
und der Punkt eine neue, die zu der gegebenen reciproke 
Figur, in doppelter Erzeugungsart durch Ebene und Punkt 
begründen, die der gegebenen Figur in folgender Art ent- 
spricht. Jedem Punkte der gegebenen Figur entspricht eine 
Ebene der reciproken Figur, jeder Ebene der gegebenen Figur 
entspricht ein Punkt der reciproken, jeder geraden Linie der 
gegebenen Figur entspricht eine gerade Linie der reciproken, 
jeder Curve der gegebenen Figur entspricht eine Curve der 
reciproken, endlich entspricht jeder Oberfläche der gegebenen 
J^^gur eine Oberfläche der reciproken Figur. Umgekehrt ent- 
spricht auch in derselben Weise jedem Punkte der reciproken 
Figur eine Ebene der gegebenen, jeder geraden Linie der 
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reciproken Figur entspricht eine gerade Linie der gegebenen, 
jeder Curve oder Oberfläche der reciproken Figur entspricht 
eine Curve oder Oberfläche der gegebenen Figur. Mit anderen 
Worten, die gegebene Figur ist reciprok zu ihrer reciproken 
Figur. 

Hiemach bedingt jede Eigenschaft einer gegebenen Figur, 
welche sich auf die Lage ihrer Bestandtheile bezieht, eine 
entsprechende Eigenschaft der reciproken Figur. Mit anderen 
Worten, aus jedem Satze über die Lage von Figurentheilen 
zu einander folgt ein Satz über die Lage der Theile der reci- 
proken'^Figur. 

Die reciproke Figur ist durch die gegebene vollständig 
bestimmt. Allein die Willkürlichkeit der gegebenen Figur 
wird eine entsprechende Willkürlichkeit der reciproken Figur 
zur Folge haben, wodurch eben der, in der reciproken Figur 
bewiesene, Satz einen gevnssen Grad der Allgemeinheit er- 
langt. Wie weit sich diese Allgemeinheit erstreckt, erfährt 
man daraus, dass man, von der allgemeinen reciproken Figur 
ausgehend, die gegebene als die reciproke von ihr bildet. Be- 
findet sich unter diesen Umständen letztere noch in den Gren- 
zen der zulässigen Allgemeinheit, so wird dieses ein Beweis 
sein, dass das Maass der Allgemeinheit des reciproken Satzes 
nicht überschritten ist. 

Wir wollen dieses Princip an einem einfachen Beispiele 
erläutern. Wir wählen zu diesem Zwecke aus der neunten 
Vorlesung den Satz: „Drei Oberflächen zweiter Ordnung 
schneiden sich in 8 Punkten". 

Dreien Oberflächen zweiter Ordnung einer gegebenen 
Figur entsprechen drei Oberflächen zweiter Ordnung der reci- 
proken Figur. Jedem Punkte auf einer der gegebenen Ober- 
flächen entspricht eine Tangentenebene der reciproken Ober- 
fläche. " Einem Punkte, der zugleich auf den drei gegebenen 
Oberflächen liegt, entspricht hiernach eine Ebene, welche 
zugleich die drei reciproken Oberflächen berührt. Die Zahl 
der Schnittpunkte der gegebenen drei Oberflächen ist also 
gleich der Zahl der gemeinsamen Tajigentenebenen der reci- 
proken Oberfläche. Eine neunte gemeinsame Tangentenebene 
der reciproken Oberflächen würde auf einen neunten Schnitt- 
punkt der gegebenen drei Oberflächen schliessen lassen. Denn 
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auch umgekehrt entspricht jeder Tangentenebene einer reci- 
proken Oberfläche ein Punkt auf der gegebenen Oberfläche. 
Da aber irgend welchen drei Oberflächen zweiter Ordnung 
einer reciproken Figur immer drei Oberflächen zweiter Ord- 
nung einer gegebenen Figur entsprechen ^ so hat man im 
Allgemeinen den Satz der elften Vorlesung: „An drei Ober- 
flächen zweiter Ordnung lassen sich 8 gemeinsame Tangen- 
tenebenen legen". 

Weitere Beispiele zur Anwendung des Principes findet 
man in den vorhergehenden Vorlesungen in Menge vor. Denn 
alle diejenigen Sätze ; welche aus der doppelten geometrischen 
Deutung derselben Gleichungen hervorgegangen sind, indem 
man die Variabein einmal als Punktcoordinaten, das andere 
Mal als Ebenen coordinaten auffasste, sind reciproke Sätze. 

Wir stellen im Folgenden reciproke Sätze neben einander, 
die sich nach den vorgetragenen Pnncipien eben so leicht 
einzeln beweisen lassen, als sie nach dem Princip der Beci- 
procität von einander abgeleitet werden können: 

Wenn ein Punktepaar Wenn ein Ebenenpaar 
ein harmonisches Polen- ein harmonisches Polar- 
paar ist für zwei Oberflä- ebenenpaar ist für zwei 
chen zweiter Ordnung, so Oberflächen zweiterOrd- 
ist dasselbe auch ein har- nung, so ist dasselbeauch 
monisches Polenpaar für ein harmonisches Polar- 
jede Oberfläche zweiter ebenenpaarfür jedeOber- 
Ordnung, welche durch fläche zweiter Ordnung, 
die Schnittcurve d6r bei- welche alle Ebenen be- 
den Oberflächen hin- rührt, die gemeinschaft- 
durchgeht, liehe Tangentenebenen 

der beiden Oberflächen 

sind. 

Wenn man durch zwei gegebene Oberflächen zweiter Ord- 
nung eine gerade Linie legt, so kann man auf ihr ein Punk- 
tepaar bestimmen, welches harmonisch ist zu jedem Schnitt- 
punktepaare der geraden Linie und der Oberflächen. Dieses 
Punktepaar ist ein Paar harmonischer Pole für jede der bei- 
den Oberflächen, also nach dem ersten Satze auch ein har- 
monisches Polenpaar für jede dritte Oberfläche zweiter Ord- 




154 " Zwölfte Vorlesung. 

nung, welche durch die Schnittcurve der gegebenen Ober- 
flächen hindurchgeht. Erinnert man sich nun der Definition 
für drei Punktepaare der Involution, so folgt daraus der Satz 
und sein reciproker: 

Jede gerade Linie Wenn man durch eine 
schneidet drei Oberflä- gerade Linie Tangenten- 
chen zweiter Ordnung, ebenen legt an drei Ober- 
von welchen eine durch flächenzweiter Ordnung, 
die Schnittcurve der bei- von welchen eine alle ge- 
den anderen hindurch- meinsamen Tangenten- 
geht, in Punkten der In- ebenen der beiden ande- 
volution. ren berührt, so bilden 

diese Tangentenebenen 
eine Involution. 

Andere reciproke Sätze der bezeichneten Art sind fol- 
gende : 

Die Polarebenen eines Die Pole einer gegebe- 
gegebenen Punktes in nen Ebene in einem Sy- 
einem System Oberflä- stemOberflächen zweiter 
chen zweiter Ordnung, Ordnung, welche 8 feste 
welche durch 8 feste Ebenen berühren, liegen 
Punkte im Räume gehen, in einer geraden Linie, 
schneiden sich in einer 
und derselben geraden 
Linie. 

Die Polarebenen eines Die Pole einer gegebe- 
gegebenen Punktes in nen Ebene in einem Sy- 
einem System Oberflä- stem Oberflächen zweiter 
chen zweiter Ordnung, Ordnung, welche 7 feste 
welche durch 7 feste Ebenen berühren, liegen 
Punkte im Baume gehen, in einer und derselben 
schneiden sich in einem Ebene, 
und demselben Punkte. 
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Dreizehnte Vorlesung. 

Mittelpunkt der Oberfläche zweiter Ordnung. 
Transformation der Coordinaten mit Beibehal- 
tung der Richtung der Coordinatenaxen. 


Der Pol einer Ebene, die in ihrer ganzen Ausdehnung 
in das Unendliche fallt, hat rücksichtUch seiner Oberfläche 
zweiter Ordnung eine bemerkenswerthe Eigenschaft. Legt 
man nämlich eine Sehne der Oberfläche durch den Pol. so 
schneidet die Sehne die Oberfläche in einem Punktepaar, wel- 
ches harmonisch ist zu dem Pol und dem Schnittpunkte der 
Sehne mit der Polarebene. Dieser letztere Schnittpunkt liegt 
aber in dem Unendlichen. Mithin halbirt der Pol die Sehne, 
so wie jede andere Sehne der Oberfläche, welche durch ihn 
geht. 

Man nennt Mittelpunkt einer Oberfläche zweiter Ord- 
nung einen Punkt, der alle durch ihn gezogenen Sehnen der 
Oberfläche halbirt. Es ist also der Pol einer Ebene in dem 
Unendlichen der Mittelpunkt der Oberfläche zweiter Ordnung. 
Da es nur einen Mittelpunkt einer Oberfläche zweiter Ord- 
nung giebt, so kann dieses als eine zweite Definition des 
Mittelpunktes dienen. Denn gäbe es zwei Mittelpunkte, so 
würde die durch sie gelegte Sehne der Oberfläche in zwei 
verschiedenen Punkten halbirt. Auf Grund dieser zweiten 
Definition folgt aus den letzten Sätzen der Yorhergehenden 
Vorlesung : 

Die Mittelpunkte der Oberflächen zweiter Ord- 
nung, welche 8 feste Ebenen berühren, liegen auf 
einer geraden Linie. 

Die Mittelpunkte der Oberflächen zweiter Ord- 
nung, welche 7 feste Ebenen berühren, liegen auf 
einer Ebene. 

Die analytische Bestimmung des Mittelpunktes einer Ober- 
fläche zweiter Ordnung kann in doppelter Art geschehen, indem 
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man entweder von der Gleichung der Oberflache in Pnnki- 
coordinaien oder von der Gleichung derselben Oberflache in 
Ebenencoordinaten ausgeht. Ln ersteren FaUe sei die Glei- 
chung der Oberflache zweiter Ordnung: 

(1) f{^, y, z, i>) = o. 

Aus (9) der zehnten Vorlesung entnehmen wir die Re- 
lationen zwischen den Coordinaten des Poles {x, y, z, p) und 
seiner Polarebene (w, v, w, r): 

(2) iA^)=«, \r(y)=v, irw=w, \r{p)=r. 

Da die Polarebene aber in das Unendliche fallt^ wenn 
u = v^=w = Oj so hat man zur Bestimmung der Coordinaten 
des Mittelpunktes der Oberflache die Gleichungen: 

(3) fix) = 0, /-(y) = 0, f(s) = 0. 

Von diesen drei linearen Gleichungen hat auch jede ihre 
geometrische Bedeutung. Sie drücken nämlich analytisch aus 
die Polarebenen der drei Punkte auf den Coordinatenaxen, 
welche in dem Unendlichen liegen. Dass sich diese drei Polar- 
ebenen in dem Mittelpunkte der Oberfläche schneiden ^ lässt 
sich auch auf geometrischem Wege leicht einsehen. 

Die rechtwinkligen Coordinaten des Mittelpunktes der 
Oberfläche ergeben sich aus den Gleichungen (3)^ wenn man 
2? = 1 setzt. In dieser Voraussetzung bestimmen die Gleichun- 
gen (3) die Werthe der Variabein, welche die Function 
f{x, y, z, 1) zu einem Maximum oder Minimum machen, 
woraus sich folgende Regel abnehmen lässt: 

Die Werthe der Variabein, welche eine ganze 
Function des zweiten Grades f{x, y, z) zu einem 
Maximum oder Minimum machen, sind die Coordi- 
naten des Mittelpunktes der Oberfläche zweiter 
Ordnung f(x, y, z) = 0. 

Um auf analytischem Wege den Mittelpunkt zu bestim- 
men für eine Oberfläche zweiter Ordnung, die durch ihre 
Gleichung in Ebenencoordinaten gegeben ist: 

(4) Fiu, v,w,r) =0, 
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erinnern wir an die Gleichung des Poles einer Ebene (u^, Vq, 
Wq, Tq) nach (6) der zwölften Vorlesung: 

(5) . . . u,FXu) + v.FXv) + w,F\w) + r,F\r) = 0. 

Die Ebene fällt in das Unendliche, wenn UQ=t;o^Wo = 0, 
und ihr Pol, der Mittelpunkt der Oberfläche , erhält zur Glei- 
chung: 
(6) F'{r) = 0. 

Diese Gleichung ist bekanntlich die Bedingung, unter 
welcher die in r quadratische Gleichung (4) zwei gleiche Wur- 
zeln hat. 

Wenn der Mittelpunkt der Oberfläche zugleich der Coor- 
dinatenanfangspunkt sein soll ; so müssen die Gleichungen (3) 
erfüllt werden für a; = y = jp = 0. Diese drei Bedingungen 
drücken aber aus, dass in der Gleichung der Oberfläche (I) 
die drei Glieder fehlen, welche die erste Potenz der Variable 
p als Factor haben. 

Soll die Gleichung (6) des Mittelpunktes der Oberfläche 
zugleich die des Goordinatenanfangspunktes sein, so müssen 
in ihr die drei ersten Glieder verschwinden, welche respective 
mit u, V, w multiplicirt sind, das heisst, in der Gleichung (4) 
der Oberfläche müssen die drei Glieder fehlen, welche die 
erste Potenz der Variable r als Factor haben. 

Umgekehrt, wenn die genannten drei Glieder in der Glei- 
chung (1) oder (4) verschwinden, so ist der Coordinatenan- 
fangspunkt der Mittelpunkt der Oberfläche. Denn im ersten 
Falle bleibt die Gleichung (1) ungeändert, wenn man für p 
setzt — p, welches geometrisch ausdrückt, dass jede, durch 
den Goordinatenanfangspunkt gezogene, Sehne der Oberfläche 
in diesem Punkte halbirt wird; und im zweiten Falle bleibt 
die Gleichung (4) ungeändert, wenn man für r setzt — r, 
welches beweiset, dass parallele Tangentenebenen der Ober- 
fläche von dem Goordinatenanfangspunkt in entgegengesetzter 
Richtung gleich weit abstehen. 

Wir werden diese Bemerkung benutzen, um auf einem 
zweiten Wege die Coordinaten des Mittelpunktes der Ober- 
fläche zu bestimmen. 

Hat man irgend ein zweites, dem zum Grunde gelegten 
rechtwinkligenCoordinatensystem paralleles, Goordinatensystem, 
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dessen Anfangspunkt die Coordinaten a, hj c hat, so ergeben 
sich aus der geometrischen Betrachtung leicht folgende Re- 
lationen zwischen den Coordinaten x, y, z irgend eines Punk- 
tes im ersten und den Coordinaten X, Y, Z desselben Punk- 
tes in dem zweiten Systeme: 

x = X + a, y=Y+hj = Z-\-c. 

Wählt man aber statt der rechtwinkligen Coordinaten die 
homogenen Coordinaten, so ergeben sich daraus folgende Trans- 
formationsformeln : 

a; = X-f-aP, X^=x — ap, 

(7) y=T+bP, Y=y^bp, 

e ^= Z -\- cP y Z=z — cjp, 

p^P, F=p. 

Die Gleichung einer Ebene: 

ux -^ vy -{- WZ '{' rp = 

nimmt durch diese Substitutionen, wenn wir mit U, V, W, R 
die homogenen Coordinaten der Ebene bezeichnen bezüglich 
auf das zweite Coordinatensystem, die Gestalt an: 

UX+ rY+ WZ+RP = 0, 

und die Vergleichung der linken Theile beider Gleichungen 
ergiebt folgende Transformationsformeln der Ebenencoordi- 
naten : 

(8)... *'=^' ^ = ^' 

w== W, W=^w, 

r =R — aU— bV — cTT, R = r -]- au-\-bv -{- cw. 

Durch diese Transformationsformeln gehen die Gleichun- 
gen (1) und (4) der Oberfläche zweiter Ordnung über in: 

(9) , . . f(X + aP, Y+bP, Z-\-cP, P) = 0. 

(10).., F(U, r, W, R — aU—br—cW) = 0. 

Es sind dieses die Gleichungen derselben Oberfläche zwei- 
ter Ordnung, bezogen auf ein paralleles Coordinatensystem, 
dessen Anfangspunkt die rechtwinkligen Punktcoordinaten a, b, c 


I I 
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hat. Die Grade der Gleichungen sind durch die Transfor- 
mation ungeändert geblieben. 

Der Mittelpunkt der Oberfläche ist zugleich Coordinaten- 
anfangspunkt; wenn a, h, c, 1 fQr x, y, e, p gesetzt den 
Gleichungen (3) genügen ^ oder wenn diese Grössen propor- 
tional sind den Coefficienten von u, v, iv, r in der Glei- 
chung (6). 

Diese, die Coordinaten a,b, c des Mittelpunktes der Ober- 
fläche bestimmenden, Gleichungen erhalt man auch durch 
Entwickelung der Gleichungen (9) imd (10) , wenn man ent- 
weder die drei, mit der ersten Potenz von P multiplicirten, 
Glieder einzeln gleich setzt, oder wenn man die drei, mit 
der ersten Potenz von R multiplicirten, Glieder verschwinden 
lasst.' 

Wir können daher, mögen wir Gleichungen in Punkt- 
oder in Linien-Coordinaten im Auge haben, sagen: 

Wenn man die homogene Gleichung einer Ober- 
fläche zweiter Ordnung bezieht auf ein paralleles 
Coordinatensystem, zu welchem Zwecke die Sub- 
stitutionen (7) oder (8) dienen, so verschwinden in 
derselben die drei, mit der ersten Potenz der letz- 
ten Variable multiplicirten, Glieder in dem Falle, 
dass der Coordinatenanfangspunkt des parallelen 
Systems der Mittelpunkt der Oberfläche ist. 

Die einzige Ausnahme davon bildet der Fall, wenn der 
Mittelpunkt der Oberfläche in das Unendliche fallt, denn in 
dieser Voraussetzung kann man den Mittelpunkt nicht zum 
Coordinatenanfangspunkt machen. 

Um die analytische Bedingung dieses Falles festzustellen, 
nehmen wir an, dass die Gleichungen der Oberfläche zweiter 
Ordnung in Punktcoordinaten und in Ebenencoordinaten seien : 

(11) .../' = a^^ + 2aQ^xy + a^y + = 0, 

(12) , . . F= CqqU^ + 2eQ^uv + e^^v^ -|- . . . . = 0. 

Den Mittelpunkt der Oberfläche f = bestimmen die 
Gleichungen (3): 


»00 ; 

»Ol ; 

»02 

»10 ; 

»11 ; 

»12 

»20 ; 

»21 ; 

»22 
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ir(^) = »00^ + »oiJ/ + »02^ + »03i> = 0, 
ir(y) = »10^ + »11^ + »12^ + »I3i> = 7 
i/"(^) = »20^ + »2lJ/ + »22^ + »23l^ = 0- 

Betrachtet man in diesen Gleichungen die rechtwinkligen ' 

Coordinaten — > — > — des Mittelpunktes als die Unbekann- 

P P P ^ 

ten und löset die Gleichungen auf, so stellen sich bekannt- 
lich die Werthe der Unbekannten als Brüche dar mit dem- 
selben Nenner: 

(13) -D = 

Verschwindet dieser Nenner, so werden die Coordinaten 
des Mittelpunktes unendlich gross, und der Mittelpunkt fällt 
in das Unendliche. 

Die Gleichung des Mittelpunktes der Oberfläche ^ = 
ist nach (6): 

^FXr) = e^u + e^^v -f e^,^w -f e^^r = , 

woraus sich die rechtwinkligen Coordinaten a, 6, c des Mittel- 
punktes der Oberfläche ergeben: 

(14) a = 'f, b^'f, e = ^, 

^38 *^33 '^SS 

welche unendlich gross werden, wenn der gemeinsame Nenner 
verschwindet. 

Der Mittelpunkt der Oberfläche /" = oder F=0 fällt 
daher in das Unendliche unter der Bedingung: 

(15) . jD = oder 633 = 0. 

Man unterscheidet nuu Oberflächen zweiter Ordnung, 
welche einen Mittelpunkt haben, von den Oberflächen zweiter 
Ordnung, deren Mittelpunkt in das Unendliche fallt, von wel- 
chen man auch sagt, dass sie keinen Mittelpunkt haben. Jede 
von den Gleichungen (15) ist die Bedingung für die letzte 
Gattung von Oberflächen zweiter Ordnung. Ihre homogenen 
Gleichungen -lassen sich nicht auf die Form zurückführen, in 
welcher die, mit der ersten Potenz der letzten Variable multi- 
plicirten, Glieder gänzlich fehlen. 


Criterium des Kegels 2. 0. Tangentenkegel der Oberfläche 2. 0. 161 

Vierzehnte Vorlesung. 

Criterium des Kegels zweiter Ordnung. Tan- 
gentenkegel der Oberfläclud zweiter Ordnung. 

Unter den Oberflächen zweiter Ordnung mit einem Mit- 
tetpunkt verdient eine besondere Beachtung diejenige, deren 
Mittelpunkt auf der Oberfläche selbst liegt. 

Es sei: 
(1) ... f= a^x^ + 2aoiXy + a,y + . . . = 

die Gleichung einer solchen Oberfläche. Die Goordinaten des 
Mittelpunktes derselben bestimmen sich aus den Gleichungen: 

nx)=o, r(t/)=o, r(^)=o. 

Setzt man die Werthe dieser Goordinaten in die Gleichung 
der Oberfläche: 

2/-= xfix) + yr(y) + «r« + pnp) = o , 

so muss in dem vorliegenden Falle die Gleichung erfüllt wer- 
den. Daraus erhält man aber: 

/-(!>) = 0. 

Wenn daher die Oberfläche (1) die angegebene Eigen- 
schaft haben soll, so müssen sich Werthe der Variabein be- 
stimmen lassen, welche den vier Gleichungen zu gleicher Zeit 
genügen : 

(2).../'(^) = 0, r(y) = 0, rW = 0, f{p)^0, 

von welchen die drei ersten den Mittelpunkt der Oberfläche 
bestimmen und die letzte ausdrückt, dass der Mittelpunkt auf 
der Oberfläche selbst liegt. 

Es liegen hier vier homogene Functionen ^f{x), ^f{y)y 
^f{z)f ^f{p) der vier Variabein vor, welche für ein System 
Werthe der Variabein verschwinden. Es verschwindet also 
nach Satz (8) der achten Vorlesung auch die Determinante 
dieser Functionen, und man hat die Bedingungsgleichuug: 


(3) . . . . A = 


^00; 

«ow . 

»02 9 

»03 

^lo; 

»11; 

»12; 

»13 

^20; 

«21 , 

»22^ 

»23 

«30^ 

»31 > 

»32? 

»33 


= 
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zwischen den Coefficienten in der Gleichung (1) der Ober- 
fläche von der bezeichneten Art. 

Es ist eine charakteristische Eigenschaft dieser Obei;flächen 
zweiter Ordnung, dass die Polarebenen aller Punkte des Raumes 
sämmtlich durch den Mittelpunkt der Oberfläche gehen. Denn 
die Gleichungen der Polarebenen aller Punkte des Raumes 
werden nach (2) für den Mittelpunkt erfüllt. 

Um eine zweite Eigenschaft dieser Gattung Oberflächen 
herzuleiten, bezeichnen wir mit x, y, 0, p die Coordinaten 
des Mittelpunktes, mit x^^ y^, ^oj Po die* Coordinaten eines 
beliebig auf der Oberfläche gewählten Punktes o. Die Coor- 
dinaten X -{-IXq, y -\- ky^^ ^ -\- ^^0} P-\- ^Po eines beliebigen 
Punktes auf der Verbindungslinie beider genügen der Glei- 
chung : 

(4) . . . f(x-\-lxo, y + kyo, ^ :^ ^^o, p + ^i>o) = 0; 

welchen Werth |iuch der unbestimmte Factor A habe. Denn 
entwickelt man die Gleichung nach Potenzen von A, so ver- 
schwindet das erste Glied, weil der Mittelpunkt auf der Ober- 
fläche liegt. Ebenso verschwindet das letzte Glied der Ent- 
wickelung, weil der Punkt o auf der Oberfläche liegt. Es 
verschwindet endlich der Factor der ersten Potenz von A: 

(5) . . . x,r(.x) + yj'(y) + e,ne) -\-pJXP) = 

auf Grund der Gleichungen (2). Die Verbindungslinie fällt 
mithin ihrer ganzen Länge nach in die «Oberfläche, und die 
ganze Oberfläche kann als entstanden gedacht werden durch 
Drehung einer geraden Linie um den Mittelpunkt. 

Eine solche Oberfläche nennt man einen Kegel. Die 
hervorgehobenen Oberflächen sind also Kegel zweiter Ord- 
nung, und die Gleichung (3) ist die Bedingungsgleichung für 
den Kegel (1). Er charakterisirt sich dadurch, dass sein 
Mittelpunkt, die Spitze des Kegels, in der Oberfläche selbst 
liegt. 

Es bleibt noch übrig nachzuweisen, dass auch jeder 
Kegel f=0 der zweiten Ordnung, der durch Drehung einer 
geraden Linie um seine Spitze entstanden ist, der Gleichung 
(3) genügt. Zu diesem Zwecke nehmen wir an, A2iSBX,y,z, p 
die Coordinaten der Spitze und Xq, y^, 0q, Pq die Coordinaten 
eines beliebigen Punktes o auf der Kegelfläche seien. Da nun 
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jeder Punkt der Verbindungslinie dieser beiden Punkte auf 
der Eegelfläche liegt, so wird für jeden Werth von k der 
Gleichung (4) Genüge geschehen. Durch Entwickelung geht 
die Gleichung (4) über in (5). Dieser Gleichung wird nun 
für jeden Punkt o des Kegels genügt. Sie ist aber^ wenn 
man den Punkt o als variabel betrachtet; die Gleichung einer 
Ebene. Es müsste also entweder der letzteren Gleichung für 
jeden Punkt o des Kegels genügt werden können ^ welcher 
auch ausserhalb der Ebene liegt ^ oder die Ebene müsste ein 
Theil des Kegels sein, oder endlich müsste der Gleichung (5) 
durch die Gleichungen (2) Genüge geschehen. Der erste Fall 
ist als unstatthaft zu verwerfen. In dem zweiten Falle wird 
die Function f in das Product von zwei linearen Factoren zer- 
fallen und der Kegel in ein Ebenenpaar. Dann genügt aber 
jeder Punkt der Schnittlinie der beiden Ebenen den Glei- 
chungen (2). Es bleibt also nur der dritte Fall übrig, in 
welchem man die Gleichungen (2) hat, aus welchen durch 
Elimination die Bedingung (3) hervorgeht. 

Die Gleichung des Kegels zweiter Ordnung in Punkt- 
coordinaten lässt sich nicht, so wie die Gleichungen aller übri- 
gen Oberflächen zweiter«' Ordnung, durch Ebenencoordinaten 
ausdrücken. Denn die reciproke Function F von f erhält, da 
nach (3) Ä=^0 ist, nach (18) der zehnten Vorlesung einen 

unendlich grossen Factor -^- . [Lässt man diesen Factor fort, 

so stellt die Gleichung A . F=0 nicht mehr den Kegel dar, 
sondern diese Gleichung ist das Quadrat der Gleichung eines 
Punktes, nämlich der Spitze des Kegels.] 

Es sei nun die Gleichung irgend einer Oberfläche zwei- 
ter Ordnung: 

(6) . . . /•= 00^2 ^ 2aoia:y + a^J/^ + v • • = ^^ 

welche sich von der Gleichung des Kegels (l) nur dadurch 
unterscheiden soll, dass der Coefficient «33, der dort durch 
die Gleichung (3) als Function der anderen Coefficienten be- 
stimnit ist, in dieser Gleichung irgend einen Werth habe. 

Die drei ersten Gleichungen (2) bestimmen unter dieser 
Voraussetzung die Spitze des Kegels" (1), wie den Mittelpunkt 
der Oberfläche (6). Es fallen aJso beide Punkte in einen zusam- 
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men. Zieht man die Gleichung des Kegels von der Gleichung 
der Oberfläche ab, so erhält man: 

1»— 0, 

die Gleichung eines in eine Ebene zusammenfallenden Ebe- 
nenpaares in dem unendlichen. Dieses beweiset, dass der 
Kegel die Oberfläche in dem Unendlichen ringsum berührt. 

Einen solchen Kegel, dessen Spitze in dem Mittelpunkte 
der Oberfläche zweiter Ordnung liegt und der die Oberfläche 
ringsum berührt, nennt man Asymptoten-Kegel der Ober- 
fläche zweiter Ordnung. Daraus ergiebt sich folgende Regel: 

Aus der Gleichung einer Oberfläche zweiter 
Ordnung in homogenen Punktcoordinaten erhält 
man die Gleichung des Asymptoten-Kegels der Ober- 
fläche, wenn man dem Coefficienten des mit dem 
Quadrate der letzten Variable multiplicirten Glie- 
des einen solchen Werth beilegt, dass die Ober- 
fläche ein Kegel wird. 

Legen wir den Anfangspunkt eines parallelen Coordinaten- 
systems in den Mittelpunkt der Oberfläche (6), zu welchem 
Zwecke die Substitutionen (7) der vorhergehenden Vorlesung 
dienen, wenn a, fc, c, 1 die Coordinaten des Mittelpunktes be- 
deuten, so verschwinden, wie man gesehen hat, die drei mit 
der ersten Potenz von P multiplicirten Glieder und das mit 
dem Quadrate von P multiplicirte Glied wird: 

f{a, b, c, 1) P». 

Im Falle die Oberfläche ein Kegel ist, verschwindet auch 
dieses Glied, weil der Mittelpunkt des Kegels auf seiner Ober- 
fläche liegt, also f{a, fc, c, 1) = ist. Es wird daher durch 
Verlegung des Coordinatenanfangspunktes in die Spitze des 
Kegels (1) die Gleichung desselben: 

(7)... aX,Y,Z)==aooX'+a,,T^ + a,,Z^+ 

+2ay^YZ+2a^QZX+2a^^XY =0, 

eine Gleichung, welche aus der allgemeinen Gleichung (1) des 
Kegels zweiter Ordnung hervorgeht, indem man p = und 
inr X, y, IS respective setzt X, F, Z. 
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Da man eine von den 6 in die Gleichung (7) eingehen- 
den Gonstanten durch Division gleich der Einheit machen 
kann^ so gehen in die Gleichung nur 5 willkürliche Constan- 
ten in linearer Weise ein, von welchen allein die Natur des 
Kegels abhängt. Diese 5 Constanten werden unzweideutig durch 
5 Punkte des Kegels bestimmt sein. Man hat daher den Satz, 
auf welchen wir in der vierten Vorlesung hingewiesen haben : 

Durch beliebige 5 von einem und demselben 
Punkte ausgehende gerade Linien lässt sich nur 
ein Kegel zweiter Ordnung hindurchlegen; 

oder mit anderen Worten: 

Der Kegel zweiter Ordnung ist durch 5 seiner 
Kanten unzweideutig bestimmt. 

Dass jede durch die Spitze des Kegels zweiter Ordnung 
gelegte Ebene den Kegel nur in zwei geraden Linien schnei- 
det, eine Voraussetzung, die wir ebenfalls an der bezeich- 
neten Stelle gemacht haben, geht daraus hervor, dass eine 
gerade Linie den Kegel zweiter Ordnung, als speciellen Fall 
der Oberfläche zweiter Ordnung, nur in zwei Punkten schneidet. 

Die Gleichung der Polarebene eines beliebigen Punktes 
Xj Y^ Z, P rücksichtlich des Kegels (7) ist, wenn man mit 
Xq, Yq, Zq, Pq die variabeln Coordiuaten bezeichnet: 

(8) X/{X) + Y,n Y) + ZX{Z) = , 

die Gleichung einer Ebene, welche durch den Coordinatenan- 
fangspunkt geht. Es geht mithin die Polarebene eines be- 
liebigen Punktes im Räume immer durch di6 Spitze des Kegels. 
Eine Ausnahme davon macht die Spitze des Kegels selbst. 
Denn die Gleichung (8) ihrer Polarebene wird illusorisch. 

Da in die Gleichung (8) die Variable P gar nicht ein- 
geht, so werden die verschiedenen Punkte auf einer durch 
die Spitze des Kegels gehenden geraden Linie alle dieselbe 
Polarebene haben. Eine Ebene, die nicht durch die Spitze 
des Kegels geht, hat keinen Pol, weil die Polarebenen aller 
Punkte des Raumes durch die Spitze des Kegels gehen. Man 
wird daher zu Polarebenen des Kegels nur solche Ebenen 
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wählen können, welche durch die Spitze gehen. Bezeichnen 
wir aber mit ü, V, W, B die Coordinaten der Polarebene, 
so ergeben sich hiernach aus (8) folgende Relationen zwischen 
den Coordinaten des Poles und den Coordinaten der Polarebene 
des Kegels: 

(9) ^riX)=U, ^f(D=F, \nZ)=W, = B. 

'Wenn ntin F(U, V, W) die reciproke Function der Func- 
tion f(X, T, Z) ist, so hat man erstens auf Grund der Sub- 
stitutionen (9): 

(10) F{U, V, W) = f{X, Y, Z), 

und zweitens die Auflösungen der linearen Gleichungen (9): 

(11) ^F\TJ) = X, iF'(F)=r, ^F'(W) = Z, B = 0. 

Lässt man den Pol in die Kegelfläche fallen, so erhält 
man aus (10) und (11) die Bedingungen für die Tangenten- 
ebenen des Kegels: 

^^^^ JB = 0, 

oder allgemeiner, wenn man mit B irgend einen linearen 
homogenen Ausdruck der Ebenencoordinaten bezeichnet: 

(13) F(J^, r, W) + BB = 0, 

JB = 0, ^ 

Die erste von diesen Gleichungen mit den 10 darin vor- 
kommenden Coefficienten stellt eine Oberfläche zweiter Ord- 
nung in Ebenencoordinaten dar, und die letzte ist die Glei- 
chung der Spitze des Kegels. Setzt man daher in die beiden 
Gleichungen (13) die Werthe von U, V, W, B aus (8) der 
dreizehnten Vorlesung, um die Oberfläche und die Spitze des 
Kegels auf das ursprüngliche Coordinatensystem zu beziehen, 
so nehmen jene Gleichungen (13) die Form an: 

Q^N F(u, V, w, r) = 0, 

^ ^ ^ = 0, 

indem die zweite lineare Gleichung die Spitze des Kegels dar- 
stellt. 

Man sieht hieraus, dass der Kegel zweiter Ordnung in 
Ebenencoordinaten durch zwei Gleichungen ausgedrückt yrird 
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und zwar als Tangentenkegel irgend einer Oberfläche zweiter 
Ordnung mit einer beliebigen Spitze. Hiernach ist man zu 
dem Schlüsse berechtiget: 

Der Tangentenkegel einer Oberfläche zweiter 
Ordnung ist selbst eine Oberfläche zweiter Ord- 
nung. 

Da in die Gleichungen des Kegels (12) in Ebenencoor- 
dinaten mit gegebener Spitze im Coordinatenanfangspunkte nur 
die Verhältnisse von 6 Constanten in linearer Weise eingehen, 
so hat man den Satz: 

Der.Kegel zweiter Ordnung ist durch 5 seiner 
Tangenteneben en unzweideutig bestimmt^ und jede 
SEbenen, welche durch einen und denselben Punkt 
gehen^ lassen sich als 5 Tangentenebenen eines 
unzweideutig bestimmten Kegels zweiter Ordnung 
betrachten. 

Bezeichnen wir mit X, F, Z die Goordinaten irgend 
eines Punktes der in der Spitze des Kegels (12) auf der Tan- 
gentenebene (CT, F, W y B) errichteten Normale, so hat man: 

U=^X, V=IY, W=kZ. 

Setzt man diese Werthe in (12), so erhält man: 

(15) F(X, r, Z) = 0, 

(Ee Gleichung eines neuen Kegels zweiter Ordnung, welcher 
beschrieben wird von den in der Spitze des Kegels (12) auf 
den Tangentenebenen desselben errichteten Normalen. 
Ebenso lässt sich aus (7) nachweisen, dass: 

^ ^ 22 = 

« 

die Gleichungen des Kegels sind in Ebenencoordinaten, wel- 
cher von den durch die Spitze des Kegels (7) gelegten Ebe- 
nen^ die auf den Kanten dieses Kegels senkrecht stehen, 1)e- 
rührt wird. 

Diese Bemerkungen drücken wir als reciproke Sätze aus, 
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von welchen in Uebertragung auf die Kugeloberfläche in der 
vierten Vorlesung bereits Erwähnung gethan worden ist: 

Wenn eine Ebene sich Wenn eine geradeLinie 
als Tangentenebene um durch Drehung um einen 
einen JTegel zweiter Ord- Punkt in ihr einen Ke- 
nung herumbewegt, so gel zweiter Ordnung be- 
beschreibt die in der schreibt, so berührt die 
Spitze des Kegels auf der Ebene, welche in dem 
EbeneerrichteteNormale Drehungspunkte auf der 
wieder einen Kegel zwei- geraden Linie senkrecht 
ter Ordnung. steht, wieder einen Kegel 

zweiter Ordnung. 

Um den Tangentenkegel einer gegebenen Oberfläche zwei- 
ter Ordnxmg auch durch Punktcoordinaten auszudrücken, stel- 
len wir folgende Betrachtungen an: 

Man weiss, wenn /= und qp = die Gleichungen zweier 
gegebenen Oberflächen zweiter 'Ordnung sind, dass die Glei- 
chung: 

jede Oberfläche zweiter Ordnung darstellt, welche durch die 
Schnittcurve der gegebenen Oberflächen hindurchgeht. Ist €p 
das Product zweier linearer Ausdrücke C/o, Ui, so ist die 
zweite gegebene Oberfläche ein Ebenenpaar J7q = 0, Ux=0. 
Diese Ebenen stellen wir dar als die Polarebenen zweier 
Punkte (xQy y^, 0^, p^) , (o;, , «/, , ^j, Pi) rücksichtlich der er- 
sten gegebenen Oberfläche, indem wir setzen: 

^ ^' " U,= xf\x,) + yf{y,) + zf\z,) + pf\p,). 

Hiernach ist: 
(18) f+XU,U,^0 

mit dem willkürlichen Factor X der analytische Ausdruck für 
alle Oberflächen zweiter Ordnung, welche durch die Schnitt- 
curven der Ebenen ?7q = 0, C/^ =0 und der Oberfläche zwei- 
ter Ordnung /*= hindurchgehen. 

Damit die Oberfläche (18) aber vollständig bestimmt 
werde, muss noch ein Punkt in ihr gegeben sein, der im 
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Räume willkürlich gewählt werden kann. Wählt man den 
Pol der Ebene Uq =0, so ergiebt sich der diesem Punkte 
entsprechende Werth von l aus (18) , wenn man für die Varia- 
bein in jener Gleichung die Goordinaten des Punktes setzt. 
Setzt man nun den so bestimmten Werth von A wieder in 
die Gleichung (18); so erhält man die Gleichung: 

(19) 2 fix, y, g,p) {xf{x,) + y/(y, ) +zj'{g,) -\-pf(p,) } 

- {^A^o)+yr(yo)+« n^o)+pr(j>o)} 
X {xr(«,)+yr(y,)+^r(^,)+i>r(i'.)} = o 

der Oberfläche zweiter Ordnung, welche durch den Schnitt 
des Ebenenpaares Uq = 0, Ui=0 mit der gegebenen Ober- 
fläche zweiter Ordnung f=0 und zugleich durch den Pol der 
ersten Ebene hindurchgeht. Die Bemerkung, dass die Glei- 
chung (19) ungeändert bleibt, wenn man die Indices und 1 
mit einander vertauscht, geometrisch gedeutet, giebt den Satz: 

Wenn man durch den Schnitt zweier Ebenen 
mit einer gegebenen Ob^fläche zweiter Ordnung 
eine andere Oberfläche zweiter Ordnung hindurch- 
legt, welche durch den Pol einer jener Ebenen geht, 
so geht diese Oberfläche auch durch den Pol der 
anderen Ebene. 

Fallen die beiden Ebenen in eine zusammen und damit 
auch ihre Pole in einen und denselben Punkt, so erhält man 
eine Oberfläche zweiter Ordnung: 

(20) .... 4:f(x, y, z, p) . f(xQ, y^, z^, p^) 

welche die gegebene Oberfläche zweiter Ordnung /' »= in 
der durch die Ebene Uq = hervorgebrachten Schnittcurve 
berührt. Dass diese Oberfläche zweiter Ordnung aber ein 
Kegel ist, ersieht man daraus, dass die vier partiellen Dif- 
ferentialquotienten des linken Theiles der Gleichung (20), nach 
den Variabein genommen , verschwinden , wenn man in ihnen 
für die Variabein die Coordinaten x^i, y„, Zq, Pq des Poles 
jener Ebene setzt. Dieser Pol ist folglich die Spitze des 
Kegels zweiter Ordnung. 
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Die Gleichung (20) stellt also den Tangent-enkegel dar, 
welcher von einem beliebigen Punkte {Xq, j/q; ^o^ Po) ^^^ Spitze 
an die Oberfläche zweiter Ordnung f=0 gelegt ist. Seine 
Basis ist die Schnittcurve der gegebenen Oberfläche zweiter 
Ordnung f=0 und einer beliebigen Ebene Uq = 0. Bezeich- 
net man daher mit dem Namen Kegelschnitt die Schnitt- 
curve einer Ebene und eines Kegels zweiter Ordnung, so hat 
man den Satz: 

Alle Ebenen schneiden eine gegebene Ober- 
fläche zweiter Ordnung in Kegelschnitten. 

Denn die Schnittcurve einer Ebene und einer Oberfläche 
zweiter Ordnung liegt auf dem Tangentenkegel, der von dem 
Pole der Ebene an die Oberfläche gelegt ist. 

Der Kegelschnitt wurde im Vorhergehenden definirt als 
die Schnittcurve eines Kegels zweiter Ordnung und einer 
Ebene. Da nun nach einem vorangegangenem Satze der Ke- 
gel durch 5 seiner Kanten unzweideutig bestimmt ist, so folgt 
daraus : 

Der Kegelschnitt ist durch 5 Punkte auf ihm 
unzweideutig bestimm.t. 

Fällt die Spitze des Tangentenkegels in diö gegebene 
Oberfläche, so verschwindet das erste Glied der Gleichung (20), 
und der übrige Theil der Gleichung stellt die Tangentenebene 
der gegebenen Oberfläche f=0 dar. 

Um einen anderen speciellen Fall des Tangentenkegels 
hervorzuheben, stellen wir die Gleichung (20) desselben so 
dar: 

- { ^ n^o) + y ny,) + « fK) + p fiPo)y = o. 

Fällt die Spitze dieses Tangentenkegels in den Mittelpunkt 
der Oberfläche zweiter Ordnung /*= 0, so hat man/'(iCo)=0, 
fXyQ) = 0, f{0Q) = 0, wodurch die Gleichung sich also ver- 
einfacht : 

(21) ax,y,e,p)- C^.f=.0. 
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Dieses ist aber die Gleichung des Asymptotenkegels. Denn 
es ist d§r Coefficient des Quadrates der letzten Variable in 
der homogenen Gleichung f=0 der gegebeneu Oberfläche 
so bestimmt^ dass die Oberfläche ein Kegel wird. 


Fünfzehnte Vorlesung. 

Criterium der Grenzfläche zweiter Ordnung. 
Die Schnittcurve einer Ebene und einer Ober- 
fläche zweiter Ordnung als Grenzfläche zweiter 

Ordnung aufgefasst. 

Wenn es unter den, durch ihre Gleichungen in Punkt- 
coordinateu gegebenen Oberflächen zweiter Ordnung solche 
giebt, die Kegel, welche sich analytisch nicht durch eine 
Gleichung in Ebenencoordinaten darstellen lassen, so muss 
die Reciprocitat unserer Betrachtungsweise nothwendig auf 
analytische Ausdrücke der Oberflächen zweiter Ordnung in 
Ebenencoordinaten fiihren, welche sich in Punktcoordinaten 
eben so wenig durch eine Gleichung darstellen lassen. Diese 
Gattung von Oberflächen zweiter Ordnung wird den Gegen- 
stand der gegenwärtigen Vorlesung bilden. 

Wir werden Grenzfläche der zweiten Ordnung 
diejenige Oberfläche zweiter Ordnung nennen, in Rücksicht 
auf welche die Pole aller Ebenen im Räume auf einer und 
derselben Ebene liegen. 

Es sei: 

(1) . . . F= eoow' + ^e,,uv + e,y + =0 

die Gleichung einer Grenzfläche in Ebenencoordinaten. Be- 
zeichnet man mit w^, Vq, Wq, r^ die variabeln Coordinaten 
irgend einer Ebene im Räume und mit n, v, w, r die Coor- 
dinaten einer gegebenen Ebene, so ist die Gleichung des Poles 
der letzteren Ebene: 

(2) . . . u.FXu) -f V, r{v) + tv,F\w) + r, F\r) = 0. 
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Soll dieser Pol aber für alle, durch ihre Coordinaten 
Uqj Vqj Wq, Tq gegebenen Ebenen in einer und derselbga Ebene 
liegen, so müssen bestimmte Werthe von uy v, w, r dieser 
Gleichung genügen unabhängig von den Werthen der Coor- 
dinaten Uq, Vq, Wqj Tqj das heisst, es müssen diese Werthe 
den vier Gleichungen genügen: 

(3) . . . FXu) = 0, FXv) = 0, F\w) = 0, F^r) = 0. 

Diese vier Gleichungen mit den vier Unbekannten u, v, 
w, r sind also die Bedingungen für die Grenzfläche zweiter 
Ordnung (1). 

Eliminirt man aus ihnen die Unbekannten u, v, w, r, so 
erhält man die Bedingungsgleichung zwischen den Coefficien- 
ten in der Gleichung (1) der Grenzfläche zweiter Ordnung: 


(4) 
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'10; 
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'Ol> 


11; 


'21; 
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= 0. 


^30; ^31; ^32; ^33 

Dass die Grenzfläche in Punktcoordinaten f= sich nicht 
durch diese eine Gleichung darstellen lässt, ist daraus ersicht- 
lich, dass analog (18) der zehnten Vorlesung: 


(5) . . . . / — ,, 
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und dass die Function f\ welche gleich gesetzt die Gleichung 
der Grenzfläche in Punktcoordinaten sein würde, den Factor 


E 


= oo mit sich führt. 


Was die Ebene anbelangt, in welcher die Pole aller Ebe- 
nen des Raumes liegen, so werden die Coordinaten derselben 
durch die Gleichungen (3) unzweideutig bestimmt. Wir wer- 
den diese Ebene die Ebene der Grenzfläche zweiter 
Ordnung nennen. 

Da die Pole aller Ebenen des Raumes in ihr liegen, so 
Ifegen auch die Berührungspunkte der Tangentenebenen der 
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Grenzfläche in ihr. Die Berührungspunkte der Tangenten- 
ebenen sind aber Punkte der Grenzfläche. Es liegt daher die 
Grenzfläche ihrer ganzen Ausdehnung nach in der Ebene der 
Grenzfläche. 

Um eine neue Eigenschaft der Grenzfläche zu entdecken, 
dient folgende Betrachtung. Es seien u, v, w, r die Coordi- 
naten der Ebene der Grenzfläche und Uq, Vq, Wq, Tq die 
Coordinaten irgend einer Tangentenebene der Grenzfläche. 
Alsdann sind u + Aw^, v -j- Ivq, w + ^^o} ^ 4* ^^o ^^ Coor- 
dinaten irgend einer Ebene, welche dui'ch die gerade Linie 
geht, in der sich die erstgenannten Ebenen schneiden. Diese 
Coordinaten genügen der Gleichung (1): 

(6) . . . F(u + ^^0, t^ + ^^0) «^' + ^«*o; *" + ^''o) = ö- 

Denn entwickelt man dieselben nach Potenzen von A, so ver- 
schwindet das erste und letzte Glied, weil sowohl die Coor- 
dinaten der Ebene der Grenzfläche, als die Coordinaten der 
Tangentenebene, auf Grund von (3), der Gleichung (1) ge- 
nügen. Es verschwindet aber auch das mit der ersten Potenz 
von X multiplicirte Glied: 

(7) . . . UoF'iu) + v.F'iv) + w,F'(w) + r.FXr) = 

auf Grund der Gleichungen (3). 

Hiernach ist jede Ebene Tangentenebene der Grenzfläche, 
welche durch die gerade Linie geht, in der sich die Ebene - 
der Grenzfläche und irgend eine Tangentenebene derselben 
schneiden. Umgekehrt wird man auch nach Analogie der 
correspondireriden Steife in der vorhergehenden Vorlesung 
leicht beweisen können, dass, wenn jede Ebene, die, durch 
die Schnittlinie einer festen Ebene und einer beliebigen Tan- 
gentenebene einer Oberfläche zweiter Ordnung gelegt, wieder 
eine Tangentenebene derselben Oberfläche ist, die Oberfläche 
eine Grenzfläche sein muss. 

Setzt man in der Gleichung (1) der Grenzfläche r = 0, 
so erhält man: • 

(8) F(u, V, w, 0) = 0, 

die Gleichung des Tangeutenkegels der Grenzfläche, dessen 
Spitze in dem Coordinatenanfangspunkte liegt. 
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Da dieser Kegel zweiter Ordnung die Grenzfläche ringsum 
einhüllt^ die Grenzfläche selbst aber ihrer ganzen Ausdehnung 
nach in die Ebene der Grenzfläche fällt, so sieht man^ dass 
die Grenzfläche von dem Kegelschnitt begrenzt wird, in wel- 
chem sich der bezeichnete Tangentenkegel und die Ebene 
der Grenzfläche schneiden. 

Diesen, die Grenzfläche begrenzenden, Kegelschnitt kann 
man für die Grenzfläche selbst neh];nen, wenn es sich um die 
Tangentenebenen der Grenzfläche handelt. Denn die Tan- 
gentenebenen des Kegelschnittes, das sind die Ebenen, welche 
durch die Tangente des Kegelschnittes gehen, sind Tangen- 
tenebenen der Grenzfläche, und umgekehrt geht jede Tan- 
gentenebene der Grenzfläche durch eine Tangente des Kegel- 
schnittes. 

Fassen wir diese Bemerkungen kurz zusammen, so kön- 
nen wir sagen: 

Die Grenzfläche zweiter Ordnung fällt ihrer 
ganzen Ausdehnung nach in eine Ebene und wird 
in dieser Ebene von einem Kegelschnitt begrenzt. 

Drückt man den Tangentenkegel (8) durch Punktcoordi- 
naten aus, was nach der vorhergehenden Vorlesung ausführ- 
bar ist, weil die Spitze des Kegels im Coordinatenanfangs- 
punkt liegt, so stellt sich die Grenzfläche dar als die Curve, 
in welcher dieser Kegel von der Ebene der Grenzfläche ux + 
vy -{- WZ -{- rp = geschnitten wird. Die Grenzfläche zwei- 
ter Ordnung wird hiernach in Punktcoordinaten durch zwei 
homogene Gleichungen dargestellt, Von denen die eine vom 
zweiten, die andere vom ersten Grade ist. 

Liegt der Coordinatenanfangspunkt zufälliger Weise in 
der Ebene der Grenzfläche (1), so kann man diese Betrach- 
tungen nicht alle anstellen. In diesem Falle transformire man 
die Gleichung (1) der Grenzfläche mit Hilfe von (8) der drei- 
zehnten Vorlesung auf ein paralleles Coordinatensystem, des- 
sen Anfangspunkt nicht in der Ebene der Grenzfläche liegt, 
und gehe, statt von (1), von der transformirten Gleichung der 
Grenzfläche aus. 

Ein specieller Fall der Grenzfläche zweiter Ordnung ist 
der, wenn die Gleichung (1) in zwei lineare Factoren zer- 
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fallt, also die Oberfläche zweiter Ordnung ein Punktepaar 
darstellt. Denn in dieser Voraussetzung genügen die Coor- 
dinaten der Ebenen , welche durch die beiden Punkte gehen, 
den Gleichungen (3). Der die Grenzfläche begrenzende Kegel- 
schnitt ist dann das von den beiden Punkten begrenzte Stück 
der durch sie gehenden geraden Linie, und die Ebene der 
Grenzfläche ist jede durch die beiden Punkte gelegte Ebene. 

Es lässt sich aber auch jede Schnittfläche einer Ebene 
und einer beliebig gegebenen Oberfläche zweiter Ordnung als 
Grenzfläche ausdrücken, wie die folgende Betrachtung lehren 
wird. 

Wenn jP = und ^ = die Gleichungen vdn irgend 
zwei gegebenen Oberflächen zweiter Ordnung in Ebenencoor- 
dinaten sind, so weiss man, dass die Gleichung: 

jede Oberfläche zweiter Ordnung darstellt, welche von sämmt- 
liehen, den beiden gegebenen Oberflächen gemeinsamen. Tan- 
gentenebenen berührt wird. Zerfällt O in das Product zweier 
linearer Ausdrücke Vq, F, , so stellt die zweite gegebene Ober- 
fläche ein Punktepaar dar Fq = 0, F, = 0. * 
Diese Punkte fassen wir auf als die Pole zweier gegebe- 
nen Ebenen (w^, Vq, Wq, Tq), (w, , r,, w^, r,) rücksichtlich der 
ersten gegebenen Oberfläche, indem wir setzen: 

Fo = uF-iu,) + vF'iv,) + wFXw,) + rF^r,), 
Alsdann hat man die allgemeinste Gleichung: 

(10) F+xr,v^=^o 

der Oberflächen zweiter Ordnung, welche sämmtliche Tan- 
gentenebenen der gegebenen Oberfläche berühren, die durch 
den einen oder den anderen oder durch beide gegebene Punkte 
gehen. Es .ist dieses also eine Oberfläche zweiter Ordnung, 
die jeden der beiden, von den gegebenen Punkten an die 
^Oberfläche JF = gelegten, Tangentenkegel ringsum berührt. 
Diese Oberfläche (10) wird vollständig bestimmt sein, 
wenn der Factor X einen bestimmten Werth erhält. Bestimmt 
man daher diesen Factor A so, dass die Oberfläche die Polar- 
ebene des Punktes F^, == berührt, indem man in der Glei- 
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chung (10) für die Variabeln setzt Wq, Vq^ Wq, r^, und setzt 
den Werth von X in (10) ein, so erhält man die Gleichung: 

(ll)2i^(t.,t;,^,r){i.oi^X^i)+^o^'(^i)+^o^'(^i)+^o-F'(^i)} 

- {u F\u,)+v F\v,)+w F\w,)+r F\r,)) 

X {u F\u;)+v F\v;)+wF\w\)-\-r F\r,)}=0 

der ganz bestimmten Oberfiäche-zweiter Ordnung, welche die 
beiden Tangentenkegel der Oberfläche F = ringsum be- 
rührt, imd welche zugleich von der Polarebene des Punktes 
Fo = berührt wird. 

Der »Umstand, dass die Gleichung (11) ungeändert bleibt, 
wenn man die Indices und 1 mit einander vertauscht, geo- 
metrisch gedeutet, giebt den zu dem drittletzten Satze der 
vorhergehenden Vorlesung reciproken Satz: 

Jede Oberfläche zweiter Ordnung, welche zwei 
Tangentenkegel einer gegebenen Oberfläche zwei- 
ter Ordnung ringsum berührt, wird von den Polar- 
ebenen der Spitzen beider Kegel berührt, wenn eine 
.von diesen Polarebenen die Oberfläche berührt. 

Fallen die beiden Punkte Fq == und F^ = in einen 
zusammen, so erhält man aus (11) die Gleichung: 

(12) .... AFiuy V, w, r) . F{uq, Vq, w^, r«) 

- {uF\u,) + vF\v,) + wF\w,) + rF\r,)y=0^ 

einer Oberfläche zweiter Ordnung, von welcher man weiss, 
dass sie die Polarebene des Punktes Fo = berührt, dass 
sie ferner den aus diesem Punkte an die Oberfläche F =0 
gelegten Tangentenkegel ringsum berührt ; aber dieses reicht 
nicht aus, die Oberfläche (12) vollständig zu definiren. Sie 
wird erst dadurch bestimmt, dass man nachweiset, dass sie 
überdies eine Grenzfläche zweiter Ordnung ist, und dass die 
Ebene derselben die Polarebene des Punktes Fq = ist. Die- 
ser Nachweis wird darin gefunden, dass man si^t, wie die 
partiellen Differentialquotienten des linken Theiles der Glei- 
chung (12), nach den Variabein genommen, für die Werthe 
Mq, Vq, w^y Tq dieser Variabein verschwinden. Denn dieses 
ist nach (3) das Criterium der Grenzfläche. 
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Hiemach ist die Polarebene des Punktes Fq = 0, rück- 
sichtlich der gegebenen Oberfläche i^ =» 0, die Ebene der 
Grenzfläche (12), welche begrenzt wird durch den Tangenten- 
kegel , der Ton dem Punkte Fq «» als Spitze an die Ober- 
fläche 1^=0 gelegt ist, oder welche begrenzt wird durch 
den Kegelschnitt, in dem die Polarebene des Punktes Fo = 
die Oberfläche i^ = schneidet. 

Nimmt man diesen, die Grenzfläche (12) begrenzenden 
Kegelschnitt, für die Grenzfläche selbst, indem man nur die 
Tangentenebenen des Kegelschnittes ins Auge fasst, so kann 
man auch sagen, dass die Gleichung (12) den Kegelschnitt 
darstalle, in welchem die Polarebene des Punktes Fq = die 
Oberfläche F^O schneidet. 

Es hat diese Vorlesung auf einen neuen analytischen Aus- 
druck eines, beliebig im Räume gegebenen, Kegelschnittes 
geführt. Wenn man nun erwägt, wie jeder andere analy- 
tische Ausdruck eines geometrischen Gebildes seine ihm eigen- 
thümlichen Hülfsmittel zur Erforschung der Figur in sich 
trägt, so wird man nicht anstehen, der neuen Darstellung 
des Kegelschnittes im Räume durch eine einzige*) Gleichung 
gewisse Yortheile vorauszusagen. Worin diese bestehen, kann 
man nur dadurch erfahren, dass man, Ton der neuen Form 
der Gleichung des Kegelschnittes im Räume ausgehend, be- 
kannte Sätze von den Kegelschnitten zu beweisen oder sonst 


*) Gewöhnlich stellt man einen Kegelschnitt im Räume dar als die 
Schnittcarve einer Oberfläche zweiter Ordnung f^^O und einer Ebene 
A=sO. Die erste Gleichung führt 9 Constanten mit sich, die andere 3. 
Diese 12 Constanten lassen sich aber auf 8 zurückführen. Denn^ mul- 
tiplicirt man die zweite Gleichung mit einem linearen Factor, der 4 
willkürliche Constanten mit sich führt, und addirt sie zu der Gleichung 
der Oberfläche, so erhält man an Stelle der Gleichung der Oberfläche 
eine neue Gleichung, in welcher durch die Willkürlichkeit der 4 ein- 
geführten Constanten sich eine gleiche Zahl von Constanten vernichten 
lässt. Für die gegebene Oberfläche kann man auf diese Weise einen 
Kegel zweiter Ordnung substituiren , dessen Spitze im Coordinatenan- 
fangspunkt liegt. Durch eine geringere Zahl von Constanten lässt sich 
analytisch ein Kegelschnitt im Baume nicht ausdrücken. 

Die gleiche Zahl von Constanten hat aber auch die Kegelschnitt- 
Gleichung (1) , da zwischen deren Coefficienten die Bedingiüigsgleichung 
(3) stattfindet. 

UxssB, analyt. Geometr. d. Baumes. 2. Aufl. 12 
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bekannte Aufgaben zu lösen unternimmt. D^r Vergleich der 
Auflösungen wird dann lerhren, welche ^rincipien und in wel- 
chen Fällen sie den Vorzug verdienen. Jedenfalls eröflEnet 
sich hier eine reiche Quelle interessanter Aufgaben. 


Sechszelmte Vorlesung. 

Kegel zweiter Ordnung, welche durch die 
Schnittcurve zweier Oberflächen zweiter Ord- 
nung hindurchgehen. 


Durch' die Schnittcurve zweier, durch ihre Gleichungen 
in homogenen Punktcoordinaten : 

(1) .. ^ = ^oo^^ + 2aoi^2/ + ö^ii2/^ + = 0, 

gegebenen, Oberflächen zweiter Ordnung lassen sich unendlich 
viele Oberflächen zweiter Ordnung hindurchlegen, welche alle 
durch die eine Gleichung mit dem willkürlichen Factor X aus- 
gedrückt werden: 
(2) /'+Ag> = 0. 

Da die Coefficienten m dieser Gleichung nach der vier- 
zehnten Vorlesung nur eine Bedingungsgleichung zu erfül- 
len haben, wenn die Oberfläche (2) ein Kegel sein soll, so 
wird der willkürliche Factor X sich immer so bestimmen las- 
sen , dass der Bedingungsgleichung genügt wird. Es wird also 
immer ein Kegel zweiter Ordnung durch die Schnittcurve 
zweier Oberflächen zweiter Ordnung gelegt werden können. 
Dieses triflFfc auch zu, wenn die zweite gegebene Oberfläche 
g> = ein Ebenenpaar ist, in welchem Falle die Schnittcurve 
der beiden gegebenen Oberflächen in zwei ebene Curven der 
Oberfläche f= zerfällt. Man wird darin einen neuen Be- 
weis des Satzes ei;blicken, dass eine Oberfläche zweiter Ord- 
nung durch jede Ebene in einem Kegelschnitte geschnitten 
wird, das heisst, in einer Curve, welche auf einem Kegel 
zweiter Ordnung liegt. 


(4) . . . ^ = 


0. 
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um die Anzahl der Kegel zweiter Ordnung zu ermitteln^ 
welche durch die Schnittcurve der beiden Oberflächen (1) hin- 
durchgeh en^ muss man die erwähnte Bedingungsgleichung 
selbst aufstellen. Zu diesem Zwecke nehmen wir an, x^ y, 0, p 
seien die Coordinaten der Spitze des Kegels (2). Alsdann hat 
man nach (2) der vierzehnten Vorlesung: 

r{x) + kq>\x) = 0, 

woraus man durch Elimination der Coordinaten die gesuchte 
Bedingungsgleichung erhält: 

^101" 7^io> ^11 "r ^^117 • • • • ^13 I ^^13 

^20 1" ^ ^20 ; ^21 1" ^ ^21 ; • • • • 0^23 I ^ ^23 
^30 T" ^ ^30 y ^3t 1" ^ ^31 > • • • • ^33 "T ^ ^33 

Es ist dieses eine in A biquadratische Gleichung, und 
jeder Wurzel derselben entspricht ein Kegel. Daher hat man 
den Satz: 

Durch die Schnittcurve zweier Oberflächen 
zweiter Ordnung lassen sich vier Kegel zweiter Ord- 
nung hindurchlegen. 

Bezeichnet man mit A^, Aj, Aj, A3 die vier Wurzeln der 
Gleichung (4), mit 0, 1, 2, 3 die Spitzen der vier Kegel, 
und durch Beifügung der Indices 0, 1, 2, 3 an die Yariabeln 
respective die Coordinaten der vier Kegelspitzen, so erhält 
man aus (3) die vier Systeme Gleichungen: 

n^o) + h¥{^o) = , fix,) + X,q>\x,) = 0, . . . , 

(5x nvo) + Wivo) = , r(y^) + A,g>'(yi) = 0, . . . , 

r(Po) + h9>\Po)= , r(Pi) + ^i9>'(i>i)= 0, . . . , 

aus welchen sich, wenn man die Wurzeln A der biquadrati- 
schen Gleichung z/ = als bekannt voraussetzt, die Coor- 
dinaten der vier Kegelspitzen durch Auflösung von linearen 

Gleichungen ergeben. 

12* 
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Um aus diesen .Gleichungen andere zur geometrischen 
Interpretation geeignete Gleichungen abzuleiten , multipliciren 
' wir das erste System Gleichungen respective mit x^, y„ jgfj; p^^ 
und componiren durch Addition derselben eine neue Gleichung. 
Ebenso multipliciren wir das zweite System Gleiehungen re- 
spective mit Xq, yQ, 0Q, Pq und addiren. Die auf diese Weise 
erhaltene Gleichung ziehen wir von der ersteren ab und er- 
beten: 

Da nun der erste Factor nicht verschwinden kann^ weil 
Aq und A, verschiedene Wurzeln der biquadratischen Gleichung 
zi == sind, so verschwindet der zweite Factor, und man hat : 

^1 9>X^o) + Vi 9>'(j/o) + ,^i 9X^0) + Pi 9XP0) = 0. 

- Mit Berücksichtigung dieser Gleichung geht die vorher 
aus dem ersten System (5) componirte Gleichung über in: 

Da man aber in gleicher Weise mit je zwei Systemen 
Gleichungen (5) verfahren kann, so erhält man allgemein, 
wenn man mit m und n irgend zwei verschiedene Zahlen 
0, 1, 2, 3 bezeichnet: 

/gv Xm<pX^n) + ymq>Xyn) + ^m^fX^n) + Pmq>XPn) == 0, 

XmfX^n) + ymfXVn) + ^mfX^n) + PmfXPn) = 0, 

woraus endlich folgt: 

00m{r{Xn)+W(^n) } +ym{r(y«)+^9>'0») } +^m{f\^n)+^9>X^n) } 

+ Pm {fiPn) + ^ffXPn) } = 0. 

Diese Gleichung beweiset den Satz: 

Durch die Schnittcurve zweier Oberflächen 
zweiter Ordnung lassen sich vier Kegel zweiter 
Ordnung hindurchlegen. Die Spitzen je zweier von 
ihnen sind harmonische Pole jeder Oberfläche zwei- 
ter Ordnung; welche durch die Schnittcurve der 
beiden Oberflächen hindurchgeht. 

Eine wesentliche Bedingung für diesen Satz ist, dass 
sämmtliche Wurzeln der biquadratischen Gleichung ^ == 
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yerscliieden sind. Unter anderen Bedingungen treten auch 
andere Yer^tnisse auf, wie zum Beispiel, wenn eine von 
den beiden Oberflächen ein Ebenenpaar wird oder wenn die 
•beiden Oberflächen eine gerade Linie gemeinsam haben. Im 
ersten Falle hat die biquadratische Gleichung ein Paar gleiche 
Wurzeln, in dem anderen Falle zwei Paare. In dem ersten 
Falle zerfallt die Schnittcurve der beiden Oberflächen, welche 
von der yierten Ordnung genannt wird, weil sie von jeder 
£bene in vier Punkten geschnitten wird, in zwei Eegel- 
schnitte, im zweiten Falle in eine gerade Linie und in eine 
Raumcurve dritter Ordnung*). Wir gehen jedoch auf die 
Untersuchung dieser und anderer specieller Fälle hier nicht 
weiter ein**). 

Vier Punkte im Baume, von denen jeder der harmonische 
Pol ist des anderen, in Rücksicht auf eine gegebene Oberfläche 
zweiter Ordnung, nennt mau ein System harmonischer 
Pole der Obeitiäche. Solcher Systeme harmonischer Pole 
einer gegebenen Oberfläche zweiter Ordnung lassen sich eine 
unendliche Zahl bestimmen. Denn construirt man zu einem 
gegebenen Pol einer Oberfläche zweiter Ordnung die Polar- 
ebene und nimmt auf dieser einen zweiten Punkt 1, auf der 


*) Die Raumcurve dritter Ordnung ist nicbts anderes, als ein in 
einem speciellen Falle abgetrennter Theil einer Raumcurve vierter Ord- 
nung, in welcher sich zwei Oberflächen zweiter Ordnung schneiden. 
Wenn von den beiden Oberflächen in einem anderen Falle die eine ein 
Ebeuenpaar wird, so besteht die Schnittcurve der beiden Oberflächen 
äQs zwei Kegelschnitten, die auch von einander getrennt werden kön- 
nen. Es muss daher eine jede Eigenschaft der Schnittcurve vierter Ord- 
nung zweier Oberflächen zweiter Ordnung ihren- Ausdruck haben ^ so- 
wohl in der Raumcurve dritter Ordnung, wie in dem Kegelschnitt Das 
Bestreben, die den beiden letzgenanntjen Curvenarten gemeinsamen 
Eigenschaften zu entdecken, hat in den letzten fünfzig Jahren auf eine 
au^edehnte Theorie der Raumcurven dritter Ordnung geführt. Wie 
znm^ Anschlüsse an imser Lehrbuch findet man jene Theorie wiederge- 
geben in der Monographie „Einleitung in die Theorie der kubischen 
Kegelschnitte von Drach,'* Leipzig, Teubner 1867. Separatabdruck aus 
Schloen:iilch'8 Zeitschrift für Mathematik, 12. Bd. Suppl. p. 73. 

**) Eine Abhandlung von Lüroth in Schloemilch's Zeitschrift für 
Mathematik 13. Bd. p. 404, stellt sich die Aufgabe, sämmtliche^ Fälle 
gleicher Wurzeln der biquadratischen Gleichung J = geometrisch zu 
interpretiren. 
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Schnittlinie der Polarebenen von und von 1 einen dritten 
Punkt 2 und bestimmt endlich auf der genannten Schnittlinie 
zum Punkte 2 den ihm zugeordneten Pol 3, so bilden die 
genannten vier Punkte ein System harmonischer Pole der ge- 
gebenen Oberfläche. ISn System harmonischer Pole einer 
Oberfläche zweiter Ordnung hat die charakteristische Eigen- 
schaft, dass jede Ebene, welche durch drei von ihnen hin- - 
durchgeht, die Polarebene des vierten ist. 

Was die vier Ebenen anbelangt, welche durch je drei 
aus einem System harmonischer Pole einer gegebenen Ober- 
fläche zweiter Ordnung gelegt werden können, so haben sie 
die Eigenschaft, dass jede derselben harmonische Polarebene 
der andern ist. 

Vier Ebenen, von welchen je zwei harmonische Polar- 
ebenen einer gegebenen Oberfläche zweiter Ordnung sind, 
bilden ein System harmonischer Polarebenen der ge- 
gebenen Oberfläche. 

Auf Grund dieser Definitionen und der bekannten Eigen- 
schaften von Pol und Polarebene hat man die Sätze: 

Die vier Ebenen, welche durch je drei aus einem 
Systeme harmonischer Pote gelegt werden können, 
bilden ein System harmonischer Polarebenen. 

Die vier Punkte, in welchen sich je drei Ebe- 
nen aus einem Systeme harmonischer Polarebenen 
schneiden, bilden ein System harmonischer Pole, 

auf welche Sätze gestützt wir den vorhergehenden auch so 
ausdrücken können: ^ 

Die Spitzen der vier Kegel zweiter Ordnung, 
welche sich durch die Schnittcurve zweier Ober- 
flächen zweiter Ordnung hindurchlegen lassen, bil- 
den ein System harmonischer Pole für jede Ober- 
fläche zweiter Ordnung, welche durch die Schnitt- 
curve gelegt werden kann, und zugleich die Ecken 
eines Tetraeders, dessen Seitenflächen ein System 
harmonischer Polarebenen eben derselben Ober- 
fläche sind. 
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Wir haben in dem Vorhergehenden, von den 16 Glei- 
chungen (5) ausgehend; durch eine -geschickte Art der Elimi- 
nation der vier Grössen A^^ ... A3 die 12 Gleichungen (6), 
die wir geometrisch deuten konnten , abgeleitet. Man kann 
aber auch umgekehrt; von den 12 Gleichungen (6) ausgehend, 
durch Einführung von vier neuen Grössen Xq, X^, X^, A3 die 
16 Gleichungen (5) ableiten. Um zu dem ersten von diesen 
Systemen zu gelangen, setzen wir in (6) n = und für m 
nach einander die Zahlen 1, 2, 3, wodurch wir erhalten: 

^lA^o) + yircyo) + ^xfM +PinPo) = 0, 

^2r(^o) + y2r(ifo) + ^2rw +i>2r(i>o) = o, 

^sA^o) + Vz^dfo) + ^zfM +Pzr(j?o) = 0. 

Betrachtet man in dem ersten Systeme von drei Glei- 
chungen die Grössen ^'(^o)? ¥(j!f o)y ¥{^0)9 ^XPo) *^'s die Un- 
bekannten; in dem zweiten Systeme die Grössen f(xQ) , f{y^)^ 
r(^o); f{Po) ^^ ^^ Unbekannten; so sieht man, dass die 
beiden; die Verhältnisse der Unbekannten bestimmenden; Sy- 
steme Gleichungen sich nur durch die Ausdrucksweise der 
Unbekannten von einander unterscheiden. Das erste System 
Gleichungen muss daher durch Auflösung dasselbe Verhalt- 
niss der Unbekannten ergeben als das zweite. Das will sagen; 
dass sich ein Factor Xq finden lassen muss der Gestalt; dass: 

r(xo) + ^«»'(«o) = 0, f (y„) + Ao9''(yo) = , . . . 

Da nun die Gleichungen (6) die Bedingungen ausdrücken 

,fur ein System harmonischer Pole der Oberfläche f===0 und 

zugleich der Oberfläche 9 = 0, so erkennt man in der Zu- 

rückführung der Gleichungen (6) auf (5) den Beweis des 

Satzes: 

Wenn vier Punkte im Räume ein System har- 
monischer Pole bilden für eine Oberfläche zweiter 
Ordnung und für noch eine Oberfläche derselben 
Ordnung,. so sind die vier Punkte die Spitzen der 
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vier Kegel zweiter Ordnung, welchesich durch die 
Schnitt cur ve derbeiden Oberflächen hin durchlegen 
lassen. ' , , i 

Es giebt nur ein System harmonischer Pole für zwei ge- 
gebene Oberflächen zweiter Ordnung, weil durch die Schnitt- 
curve der beiden Oberflächen nur vier Kegel zweiter Ordnung 
gehen. Es giebt daher nur ein System harmonischer Polar- 
ebenen für zwei gegebene Oberflächen zweiter Ordnung, ge- 
bildet aus den Seitenflächen des Poltetraeders, dessen Ecken 
das den beiden Oberflächen gemeinschaftliche System harmo- 
nischer Pole bilden. 

Hiernach ist das Problem der Spitzen der vier Kegel 
zweiter Ordnung, welche durch die Schnittcurve zweier Ober- 
flächen zweiter Ordnung hindurchgehen, äquivalent mit dem 
Problem des beiden Oberflächen gemeinsamen Systemes har- 
monischer Pole. Wir können daher in dem Folgenden das 
letztere für das ursprüngliche nehmen. 

Aus den zur Lösung eines Problems aufgestellten Glei- 
chungen soll man immer den möglichst grössten Nutzen ziehen, 
wenn gleich die Folgerungen aus den Gleichungen nichts mehr 
zur Lösung des Problems beitragen. Denn in der Regel sind 
die durch solche Nebenbetrachtungen gewonnenen Resultate 
für sich, aus dem Zusammenhange mit dem Hauptproblem 
gebracht, viel schwerer nachzuweisen. 

Wir kehren deshalb zu dem Systeme Gleichungen (3) zu- 
rück, welches, -unter der Voraussetzung, dass A eine Wurzel 
der biquadratischen Gleichung z:/ =^0, die Coordinaten der 
Spitze des durch die Schnittcurve der Oberflächen /"= und 
q^=0 gelegten Kegels zweiter Ordnung bestimmt. 

Eliminirt man aus je zwei Gleichungen dieses Systemes' 
(3) die Grösse A, so erhält man die Gleichungen von 6 Ober- 
flächen zweiter Ordnung: 

welche sämmtlich durch die vier Spitzen der durch die Schnitt- 
curve der beiden Oberflächen /*= und ^ = gelegten Kegel 
zweiter Ordnung hindurchgehen. Es ist daher: 
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(7) . . , . . %=p,,\nx)q>\y)^r{y)fp\x)] 

+ i>i.[/'(y)9>'W - /»9'(y)] = 

die aieichimg einer Oberfläche zweiter Ordnung, welche durch 
die vier Eegelspitzen geht. Es ist dieses aber auch zugleich 
die allgemeinste Gleichung der Oberflächen zweiter Ordnung, 
welche durch die vier Kegelspitzen gehen, weil sie die Ver- 
hältnisse von 6 willkürlichen Gonstanten pgx mit sich führt. 
Denn diese Constanten lassen sich noch so bestimmen, dass 
die Oberfläche (7) überdies durch 5 gegebene Punkte hin- 
durchgeht, wodurch die Oberfläche erst vollständig bestimmt ist. 

Wenn man die Gleichung (7) entwickelt, so nimmt sie 
die Gestalt an: 

(8) . . . z'= «00«^ + 2^01^ + «11»^ rh =0. 

Die Coefficienten Sgi in dieser Gleichung genügen vier 
linearen Bedingungsgleichungen, weil die Oberfläche z = 
durch vier bestimmte Punkte^ die vier Eegelspitzen, hindurch- 
geht. Von diesen vier Bediugungsgleichungen werden wir 
vorläufig nur eine entwickeln. 

Zu diesem Zwecke erinnern wir an die Relationen (9) 
der zehnten Vorlesung zwischen den Goordinaten eines belie- 
bigen Punktes der Oberfläche zweiter Ordnung /*= und den 
Goordinaten der Tangeutenebene in diesem Punkte: 

ir(^)=«, ir(y)=t;,. m^)=«', mp)=r. 

Diese Relationen sind in grosserer Ausführlichkeit unter 
Berücksichtigung von (1): 

«00^ + «Oiy + «02^ + »031^ = w , 
«10^ + «ll!/ + «12^ + «i3i> = ^ , 
«20^ + «21» + «22 -2^ + «23l> = ^ 9 
' «30^ + «31» + «82^ + «33l> = r. 

Die Auflosung dieses Systemes Gleichungen giebt nach 
(12) der zehnten Vorlesung Gleichungen von der Form: 
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welche, durch MultipUcation befreit von dem gemeinsamen 
Nenner Ä, sich also gestalten: 

ÄqqU + Ä^QV + ä^qW + Ä^^r = Äx , 
ÄQiU + A^^v -fr A^^w + A^^r = J.y, 

J[02«^ + ^12^ + -^22«^ + ^32^ = -^^^ 
As«* + ^3^ + -^23««' + -^33^ = ^P,y 

indem J.xa = Axxy weil ax2 = ö^;ix, und F =0 oder J. . jF = 
die Gleichung der Oberfläche zweiter Ordnung in Ebenen- 
■coordinaten ist. 

Zwischen den Coefficienten des ersten Syst^mes linearer 
Gleichungen und den Coefficienten ihrer Auflösungen hat man 
bekanntlich die Relationen : 

= a^i^AxQ -{- a^iAxi -\- a^iAxi -f- dx^Ai^. 

Wir drücken diese Relationen zweckmässig in Worten 
also aus; 

„Wenn man in der Entwickelüng der 16 Ausdrücke: 


^^nx), \yf{x), 

W{^)^ 

iprw , 

Wdf), yfiy), 

yny) , 

^pfiy) , 

KW, hvn^), 

Wi^ , 

^pfi^) , 

h^fif), iyfip), 

Wi^), 

hpfip) , 

„für die Producte: 



XX y xy y 

yy> ■ ■ ■ 

• 

„respective setzt: 



Ao ? -^01 ; 

-^11 , • • • 

• • } 


„so gehen dieselben über in: 

A, 0, 0, 0, 

0, A, 0, 0, 

0, 0, J., 0, 

0, 0, 0, A. 

Daraus folgt, dass das erste mit p^^ multiplicirte Glied: 
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in der Gleichung (7) durch die gleiche Veränderung verschwin- 
det. Denn dieses mit dem Factor -^ multiplicirte Glied lässt 
sich ja so darstellen: 

Aber es verschwindet durch diese Veränderung nicht bloss 
das erste Glied der Gleichung (7), sondern auch jedes der 
übrigen & Glieder. Es verschwindet daher auch die ganze 
Function % durch die genannte Veränderung. Nimmt man 
nun statt der Function % aus (7) ihre Entwickelung (8), so 
ergiebt sich daraus die eine von den linearen Bedingungs- 
gleichungen zwischen den Coefficienten Bux' 

welcher alle Oberflächen zweiter Ordnung x = zu genügen 
haben, welche durch das den beiden Oberflächen zweiter Ord- 
nung /*.= und 9? = gemeinschaftliche System harmoni- 
scher Pole hindurchgehen. 

Bemerkt man nun, dass in die Gleichung (9), da die 
Grössen A^x Functionen sind allein von den Coefficienten auXj 
die Coefficienten hxx gar nicht eingehen, so sieht man, dass 
jede beliebige der Oberflächen zweiter Ordnung 9 = D auf 
die Bedingungsgleichung (9) keinen Einfluss ausübt. Die 
vier Punkte, durchs welche die Oberfläche %=^0 hindurch- 
geht, bilden daher unter der Bedingung (9) nur ein System, 
harmonischer Pole der Oberfläche f^^O, Diese Bemerkung 
drücken wir als Satz aus wie folgt: 

Wenn: 

«ao^ + 2^01^ + «iiy* + . . . = 

die Gleichung einer Oberfläche zweiter Ordnung 
ist in homogenen Punktcoordinaten und: 

die Gleichung einer zweiten Oberfläche zweiter 
Ordnung in homogenen Ebenencoordinaten, so ist: 

die Bedingungsgleichung, dass die erste Oberfläche 
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durch irgend ein System harmonischer Pole der 
zweiten Oberfläche hindurchgehe. 

Da wir in dem Folgenden von diesem Satze vielfaltige 
Anwendungen zu machen haben werden, so fassen wir den- 
selben als eine Regel auf; der wir folgenden Ausdruck geben. 

Wenn 

■ 

die Gleichung einer Oberfläche zweiter Ordnung 
in Punktcoordinaten ist und: 

Aq^u^ + 2Äq\Uv + -^11^^ + . . . = 

die Gleichung einer zweiten Oberfläche zweiter 
Ordnung in Ebenencoordinaten, so erhält man die 
Bedingungsgleichung, dass^die erste Oberfläche 
durch irgend ein System harmonischer Pole der 
zweiten Oberfläche hindurchgehe, entweder, wenn 
man in der Punktcoordinatengleichung für die Pro- 
ducte der Variabein: 

^^5 ^Vy ytfy ' ' • 

respective die Coefficienten aus der Ebenencoor- 
dina^tengleichung setzt: 

oder, wenn man in derEbenencoordinatengleichung 
für die Producte der Variabein: 

uu , UV , vv , . , , , 

respective die Coefficienten aus der Punktcoordi- 
natengleichung setzt: 

*oo; ^01 > ^11 ^ • • • • 

Der genannte Satz giebt die geometrische Bedeutung einer 
ganz aUgemeinen linearen Bedingungsgleichung zwischen deu 
Coefficienten in der, durch ihre Gleichung in Punktcoordinaten 
gegebenen, Oberfläche zweiter Ordnung ;c = 0. Durch ihn 
wird die analoge Frage für die Oberflächen zweiter Ordnung 
beantwortet, welche wir im xlnfange der fünften Vorlesung 
für die Ebenen aufgeworfen und beantwortet haben. Die 
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Bedingangsgleichang^ dass eine Oberfläche zweiter Ordnung 
durch einen gegebenen Punkt gehC; ist zwar auch eine lineare 
Bedingungsgleichung zwischen den Goefficienten in der Glei- 
chung der Oberfläche, aber diese Bedingungsgleichung hat 
einen ganz speciellen Charakter. Denn sie enthält nicht 
10 Constanten, sondern nur die 4 Coordinaten des gegebenen 
Punktes als Constanteu. 

Sind zwei Oberflächen zweiter Ordnung durch ihre Punkt- 
coordinatengleichungen X'^O und f=0 gegeben und man 
verlangt die Bedingungsgleichung zwischen den Coefficienten 
in diesen Gleichungen, welche erfüllt werden muss, wenn die 
erste Oberfläche z = durch irgend ein System harmonischer 
Pole der anderen Oberfläche f=0 hindurchgehen soll, so hat 
man die Oberfläche /*»= durch Ebenencoordinaten auszu- 
drücken. Dieser Ausdruck ist nach (16) der zehnten Vorle- 
sung, in der Voraussetzung, dass /*=» die erste Gleichung 
(1) ist, folgender: 

^20 9 ^2\ ) ^22 } ^23 9 W I = 0. 
, ^30 9 ^31 9 ^32 9 ^33 9 ^ 

] M, v, w y r, 

In dieser durch Ebenencoordinaten ausgedrückten Glei- 
chung der Oberfläche /*«» hat man für: 


• • • . 


UM, Mt?, VVy 

respectiye zu setzen die Coefficienten aus der Gleichung z = 0: 

nm die gesuchte Bedingungsgleichung (9) zu erhalten. 

Wir haben diese an sich einfachen Operationen zur Bil- 
dung der Gleichung (9) deshalb so weitläufig auseinander ge- 
setzt, weil dieselben sich in dem Folgenden mehrmals wieder- 
holen werden in etwas complicirten Ausdrücken. 

Von den vier linearen Bedingungsgleichungen zwischen 
den Goefficienten in der Gleichung der Oberfläche zweiter Ord- 
nung 2 »= 0, welche diese Coefficienten zu erfüllen haben, 
wenn die Oberfläche durch das den beiden Oberflächen zweiter 
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Ordnung /"= und qp = gemeinsame System harmonischer 
Pole gehen soll, haben wir J)isher nur eine, die Gleichung 
(9), hervorgehoben. Wir werden jetzt alle vier Bedingungs- 
gleichungen aufstellen. 

Zu diesem Zwecke bemerken wir, dass die Gleichung: 

(lÖ) xf+Xg) = 

mit ganz willkürlich gewählten Werthen von x und A eine 
Oberfläche zweiter Ordnung darstellt, für welche das den beiden 
Oberflächen f=0 und q> = gemeinsame System harmonischer 
Pole ebenfalls ein System harmonischer Pole ist.. Die Ober- 
fläche (8) , x = Of welche durch das den genannten beiden 
Oberflächen f=0 und q) =0 gemeinsame System harmo- 
nischer Pole geht, geht also auch durch ein System harmo- 
nischer Pole der Oberfläche (10). Die Bedingung, dass das 
Letztere, zutreffe, erhalten wir nach der vorhin angegebenen 
Regel auf folgende Art. Wir drücken die Oberfläche (10) in 
Ebenencoordinaten aus wie folgt: 


(11) 


^ ^00 1 ^ ^00 ; 

^^01 "r ^^01; • • • 

. ^0^03 "r ^^03; 

U 

xa^Q +A610; 

XCvt* ~j~" ^^1]9 . . . 

.xai3-{-A&i3, 

V 

^ ^20 1 ^ ^20 ) 

^ ^21 1" 21 y * * * 

. XlXlno 1 "^23^ 

w 

^ ^30 1 ^ ^30 ; 

^ %i "1" ^ ^31 ; • • • 

. X «33 -f- A O33 , 

r 

u, 

Vy ... 

• ^, 




= 0, 


Wir entwickeln den linken Theil dieser Gleichung der 
Oberfläche (10) in Ebenencoordinaten nach Potenzen und Pro- 
ducten der Variabein u, v, w, r, indem wir setzen: 


(12) 


Xa^o + Aftio; ««11 + ^^11, 
^/*20 4" ^ ^20 ? ^ ^21 I ^ ^21 ; 

xago + AJg^, xa3i-f X631, 


xan^-^-kh, 


03; 


M 


. « * . 


xa,3-|-A6i3, V 

^«23 + ^6 


23; 


W 


... 


«0^33 + ^*33; *" 


U 


V 





= C>2 + 2(7'oit*t^ + C'nt^' + 


Setzen wir hierauf diese Entwickelung gleich 0, indem 
wir nach der angegebenen Regel die Potenzen und Pröducte 
der Variabein m^, wv, v^ . . . respective verändern in « 


00; *oi> 


'11 


so erhalten wir: 
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(13) eooC'o» + 2fo,C'o, + «„C'„ + = 0, 

die Bedingung, dass die Oberflache (8) X = durch ein Sy- 
stem harmonischer Pole der Oberfläche (10) gehe. 

In dem weitem Verlauf unserer begonnenen Untersuchung 
werden wir vielfaltig auf Gleichungen von der Form (13) ge- 
führt werden. Wir wählen daher, weil £mn=^nm \xndCmH=C'nfn 
ist, die folgende kürzere Darstellungsweise dieser Gleichung : 

(14). ^«m«C'«» = 0. 

Die Gleichung (11) ist eine homogene in Rücksicht auf x 
und A und vom dritten Grade. In der Entwickelung (12) 
wird daher auch jeder Coefflcient Cm« homogen vom dritten 
Grade sein von der Form: 

(15) . . . c'mn = x'c; + itncfj: + xx^(fj: + i^ci:: . 

Denkt man sich diese Ausdrücke in die Gleichung (14) 
gesetzt und beachtet, dass diese Gleichung für alle Werthe 
von X und A erfüllt werden muss, so zerspaltet sich dieselbe 
in folgende vier Gleichungen: 

(Ib) .... »ji .,j 

Dieses sind die vier gesuchten linearen Bedingungsglei- 
chungen zwischen den Coefficienten in der Gleichung der 
Oberfläche x^^y welche erfüllt werden müssen, wenn die 
Oberfläche durch das den lißiden Oberflächen f^^ und 9 = 
gemeinsame System harmonischer Pole gehen soll. 

Ein diesem System von vier Gleichungen äquivalentes 
System linearer Gleichungen würde man erhalten, wenn man 
die Bedingungen aufstellte , dass die Oberfläche (8) , % "^ ^; 
durch jede einzelne Spitze der vier Kegel gehe, welche sich 
durch die Schnittcurve der beiden Oberflächen f = und 
(p=sO legen lassen. Aber die Coordinaten dieser vier Kegel- 
spitzen, die in die Bedingungsgleichungen eingehen, invol- 
Tiren noch, wie man gesehen hat, die Wurzeln der biqua- 
dratischen Gleichung^ »==0, deren Kenntniss zur Aufstellung 
der Gleichungen (16) nicht nothwendig ist. 

Wir werden jetzt die vier Bedingungsgleichungen auf- 
stellen, welche die Coefficienten in der Gleichung der Ober- 
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fläche (8); X =^ f^; ^u erfüllen haben, wenn dieselbe durch das 
der ersten Oberfläche (1), f=Q, und einer dritten Oberfläche 
zweiter Ordnung ^ = 0: 

(17) ... t = c^oo^ + ?Co^ocy + c,,y^ + = 

gemeinsame System harmonischer Pole gehen soll. 

Zu diesem Zwecke bilden wir die analoge Gleichung (H), 
indem wir in jener Gleichung für die Buchstaben i und A die 
Buchstaben c und ft setzen, und entwickeln den linken Theil 
der so gebildeten Gleichung nach Potenzen und Producten der 
Variäbeln u, v, w, r wie folgt: 


(18) 


««OO + ^^ÜO; 

*^oi 1 ^^üi; • • • • 

««()3 + f*%> 

U 

««lO + f*^lo; 

xa,i + ^c„, 

xa,3 + ^^,3, 

V 

««20 + ^*^20; 

^^21 "r ^^217 • • • • 

««23 + ^^23> 

w 

^%o "r ^^30; 

^^31 "r ^-^31; • • • • 

«%3 + ^C33> 

r 

u, 

V , . . . . 

^; 




Die der Gleichung (14) nachgebildete Gleichung, woraus 
sich schliesslich die vier Gleichungen (16) ergaben, ist hier- 
nach folgende: 

(19) ^^mn i^mn = v). 

Beachten wir wieder, dass die Coefflcienten B'mn in der 
Entwickelung (18) von der Form sind: 

(20) B'mn = OC^Bmn + ^^{iB^n + ^(l'^B^n + i^^B^^n , 

so ergeben sich aus der Gleichung (19) die verlangten vier 
Bedingungsgleiehungen : 

I 

SSm n Bl^n =0 ZSm nSV^ = 

(21) .... «22 ^ ^ 1^222 ^ 

^ Cfn n -^m n ^ ; ^ ^m n -^m n ^J • 

Soll hiernach die Oberfläche (8), x = 0, durch das den 
Oberflächen f=0 und <p = gemeinsame System harmoni- 
scher Pole gehen, also durch vier bestimmte Punkte, so müs- 
sen die Coefflcienten in der Gleichung der Oberfläche % = O 
den vier linearen Bedingungsgleichungen (16) genügen. Soll 
die Oberfläche (8), % == 0, durch das den Oberflächen f=0 
und ^ = gemeinsame System harmonischer Pole gehen , also 
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wieder durch vier bestimmte Punkte, so müssen die Coeffi. 
cienten in der Gleichung der Oberfläche x = den vier li- 
nearen Bedingungsgleichungeu (21) genügen. Soll endlich 
die Oberflache (8), % = 0, durch beide Systeme harmonischer 
Pole der Oberfläche f=Of also durch 8 bestimmte Punkte 
gehen, so haben die Coefficienten in der Gleichung (8), % = (^, 
den 8 Gleichungen (16) und (21) zu gleicher Zeit zu genügen. 

Man wird in dem Umstände, dass die Coefficienten in 
der Gleichung einer Oberfläche zweiter Ordnung, welche durch 
8 gegebene Punkte geht, auch 8 linearen Bedingungsglei- 
chungeu genügen, nichts Ungewöhnliches erblicken. Um so 
mehr muss es überraschen, wenn man sieht, wie in unserem 
Falle die 8 Bedingungsgleichungeu (16) und (21) sich auf 
nur 7 Bedingungsgleichungen reduciren, indem die erste Glei- 
chung (16) mit der ersten Gleichung (21) zusammenfällt. 

Denn setzt man x = 1 und A «:= fi =s 0, so wird aus (15) 
und (20): 

rr /tOOO -ly t>« 

^ m» "~~ ^m » ; ■*' mn — •*-'ii 

während (12) und (18) die Entwickelung eines und desselben 
Ausdruckes nach* Potenzen und Producten der Variabein w, v, 
Wj r darstellen, nämlich: 

CSJ^ti« + 2Cj;^«t; + Oil'v^ + . . . und: 

Da aber diese flntwickelungen Glied für Glied überein- 
stinmien müssen, so hat man: 

\^^) -Dmn = ^mn y 

wodurch eben der Beweis gefuhrt ist, dass die erste Gleichung 
(16) und die erste Gleichung (21) eine und dieselbe Gleichung 
sind. 

Es tritt uns hier nun das Paradoxon entgegen, dass die 
Coefficienten in der Gleichung der Oberfläche (8), ;i; = 0, nur 
7 linearen Bedingungsgleichungen (16) und (21) zu genügen 
brauchen, damit die Oberfläche durch 8 bestimmte Punkte 
gehe, nämlich durch das den Oberflächen /*= und g) = 
gemeinsame System harmonischer Pole und zugleich durch 
das den Oberflächen f=0 und ^ = gemeinsame System 
harmonischer Pole. 

HxssB, analyt. Geometrie d. Baumes. 2. Anfl. 13 
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Dieses Paradoxon findet seine Erklärung in dem in der 
neunten Vorlesung aufgestellten Satze, „dass alle Oberflächen 
zweiter Ordnung, welche durch 7 gegebene Punkte gehen, 
auch durch einen durch diese 7 Punkte bestimmten achten 
Punkt gehen/^ Denn wenn die 8 Punkte, durch welche eine 
Oberfläche zweiter Ordnung hindurchgehen soll, im Baume 
so gewählt sind, dass sich in ihnen drei Oberflächen zweiter 
Ordnung schneiden, welche nicht durch dieselbe Schnittcurve 
gehen, so reduciren sich die 8 ßedingungsgleichungen auf 7. 
Dieses ist aber gerade unser Fall. Denn es gehen alle Ober- 
flächen zweiter Ordnung, welche durch 7 Punkte aus den 
beiden Systemen harmonischer Pole gehen, auch durch den 
achten Punkt. 

Die beiden Systeme harmonischer Pole werden, wenn man 
die Oberfläche /*=0 als gegeben betrachtet, die Oberflächen 
9 = und ^ = aber als veränderlich, irgend zwei Systeme 
harmonischer Pole der gegebenen Oberfläche f=0 sein. Von 
ihnen gilt dasselbe, was wir von den beiden gemeinsamen 
Systemen harmonischer Pole auseinander gesetzt haben. Wir 
können daher die vorausgegangenen Bemerkungen in doppel- 
ter Ausdrucksweise also wiedergeben: 

Irgend zwei Systeme harmonischer Pole einer 
Oberfläche zweiter Ordnu^ng bilden ein System von 
8 Punkten, in welchen sich drei Oberflächen, zwei- 
ter Ordnung schneiden, welche nicht durch dieselbe 
Schnittcurve gehen. 

Alle Oberflächen zweiter Ordnung, welche durch 
7 Punkte aus zwei Systemen harmonischer Pole einer 
Oberfläche zweiter Ordnung hindurchgehen, gehen 
auch durch den achten Punkt. 

Um auch die Umkehrung dieser Sätze zu rechtfertigen, 
stellen wir folgende Betrachtungen an: 

Wir bezeichnen mit 0, 1, 2, ... 7 irgend 8 Punkte im 
Räume und durch Beifügung dieser 8 Zahlen als Indiees der 
homogenen Coordinaten die Coordinaten der 8 Punkte. Wir 
vertheilen die 8 Punkte in zwei Systeme von vier 4 Punkten 
0, 1, 2, 3 und 4, 5, 6, 7 und stellen, indem wir unter fi 
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und V irgend zwei verschiedene von den Zahlen 4, 5, 6, 7 
verstehen, die 6 Bedingungen auf, welche zu erfüllen sind, 
wenn für eine Oberfläche zweiter Ordnung /*= das zweite 
I System von 4 Punkten ein System harmonischer Pole sein soll : 

(23) . . . x^ri^,) + y^fXy,) + 0^r(is,) + p^r(l>.) = 0. 
Wir drücken ferner die 6 Bedingungen aus, welche die Coeffi- 

I cienten in der Gleichung derselben Oberfläche /"= zu er- 

füllen haben, wenn auch das erste System von 4 Punkten 
ein System harmonischer Pole sein soll: 

(24) . . . x,r{x,) + y.fiy^) + z.fiz,) +p,r(lh) = , 

^oA^i) + yoAy,) + ^o/^C^,) +Por(Pd = o, 

(25) . . . x,r{^^) + y,r{y,) + ^ofM +ikr(P2) = o, 

Wenn die 8 Punkte im Räume beliebig gegeben sind, 
so sieht' man wohl , dass die 10, in die aufgestellten 12 Glei- 
chungen (23), (24), (25) linear und homogen eingehenden, 
Coefflcienten aus der Gleichung der Oberfläche f-=0 sich 
nicht so bestimmen lassen, dass allen diesen Gleichungen 
zugleich genügt wird. Dagegen lassen sich die Verhältnisse 
der genannten Coefflcienten unzweideutig so bestinmien, dass 
den 6 Gleichungen (23) und zugleich den 3 Gleichungen (24) 
genügt wird, welches auch die 7 Punkte 1, 2, ... 7 seien. 
Auf diese Weise ist die Oberfläche /"= durch die 7 Punkte 
unzweideutig bestimmt. Bestimmt man hierauf den Punkt 
als den Pol der durch 1, 2, 3 gelegten Ebene, nämlich so, 
dass seine Goordinaten den 3 in Bücksicht auf sie linearen 
Gleichungen (25) genügen, so hat man 2 Systeme harmoni- 
scher Pole der unzweideutig bestimmten Oberfläche /"= 0, 
von welchen die letzt genannten Sätze gelten. Dieser Punkt 
ist demnach der achte Schnittpunkt von 3 Oberflächen zweiter 
Ordnung, welche durch die 7 beliebig gegebenen Punkte 
1, 2, ... 7 hindurchgehen , sich aber ntcht in derselben Curve 
schneiden. Wir geben diese Bemerkungen in der Kürze also 
wieder: 

Die 8 Schnittpunkte dreier Oberflächen zwei- 
ter Ordnung, welche ausser den 8 Punkten weiter 

13* 
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keinen Punkt gemein haben, bilden, in 2 Gruppen 
von 4 Punkten vertheilt, 2 Systeme harmonischer 
Pole einer unzweideutig bestimmten Oberfläche 
zweiter Ordnung. 

Da die Art der Vertheilung der 8 Schnittpunkte der 
3 Oberflächen zweiter Ordnung willkürlich bleibt, so entspricht 
jeder anderen Vertheilungsart auch eine andere Oberfläche 
zweiter Ordnung. 

Eine unmittelbare Folge aus dem vorletzten Satze ist 
der Satz: 

Wenn eine Oberfläche zweiter Ordnung durch 
ein System harmonischer Pole einer gegebenen 
Oberfläche zweiter Ordnung geht, so geht dieselbe 
Oberfläche durch unendlich viele Systeme harmoni- 
scher Pole der gegebenen Oberfläche. 

Denn nimmt man auf der Oberfläche, welche durch ein 
System harmonischer Pole einer gegebenen Oberfläche geht, 
einen Punkt beliebig an, construirt die Polarebene dieses 
Punktes rücksichtlich der gegebenen Oberfläche, nimmt hier- 
auf auf der Schnittcurve der Polarebene und der ersten Ober- 
fläche einen zweiten Punkt 1 und construirt wieder die Polar- 
ebene rücksichtlich der gegebenen Oberfläche, so schneiden 
die beiden Polarebenen und die erste Oberfläche sich in zwei 
Punkten 2 und 3. Die Punkte 0, 1, 2 bilden dann ein un- 
vollständiges System harmonischer Pole der gegebenen Ober- 
fläche. Da aber die erste Oberfläche der Annahme nach durch 
ein vollständiges System harmonischer Pole der gegebenen Ober- 
fläche geht, und da dieselbe Oberfläche auch durch das ge- 
nannte unvollständige System harmonischer Pole der gegebenen 
Oberfläche geht , so geht sie auch durch den noch übrigen Pol. 

Von besonderem analytischen Interesse ist die lineare Be- 
stimmung der Coordinaten des achten Schnittpunktes von 
drei Oberflächen zweiter Ordnung durch die Coordinaten der 
übrigen Schnittpunkte 1, 2, ... 7. Denn setzt man die durch 
die Gleichungen (23) und (24) gegebenen Verhältnisse der 
Coefficienten aus der Gleichung der Oberfläche /'=0 in die 
3 Gleichungen (25), so enthalten diese, in Rücksicht auf die 


Kegel 2. 0., welche durch den Schnitt zweier Oberflächen 2. 0. gehen. 197 

Coordinaten des achten Schnittpunktes linearen Gleichungen, 
nichts, als die Coordinaten der 8 Schnittpunkte. 

Schliesslich entwickeln wir die 4 ßedingungsgleichungen, 
welchen die Coefficienten in der Gleichung der Oberfläche (8), 
1 = 0, zu genügen haben, wenn diese Oberfläche durch das 
der zweiten Oberfläche (1), 9 «= 0, und der Oberfläche (17), 
^ = 0, gemeinsame System harmonischer Pole gehen soll. 

Wir bilden zu diesem Zwecke die analoge Gleichung (llj, 
indem wir in jener Gleichung für die Buchstaben a und x 
die Buchstaben c'und (i setzen, und entwickeln den linken 
Theil der so veränderten Gleichung nach Potenzen und Pro- 
ducten der Variabein m/ v, to, r wie folgt: 


(26).. 


W, Vy 


^&13 + f*ClS> ^ 
A623 + fiCj 


23; 


W 


^633 + f*^S3; ^ 


r 





— A^u^ + 2A\, UV + Ä\,v^+. . . . 

Alsdann hat man fOr beliebige Werthe von X und ft die 
der Gleichung (14) entsprechende Bedingungsgleichung: 

(27) £e„,n Ä'rnn = 0. 

Da aber nach der Entwickelung (26) die Ausdrücke A' 
von der Form sind: 


mit 


111 


113 


ISS 


sss 


(28) . . . ^'„, = A»xv + Avxv + a^m;v + (i^Ä 

so zerfallt die Gleichung (27) in die folgenden gesuchten Be- 
dingungsgleichungen: 


111 


(29) . . 


A CSS 

ISS 


2t 


mn 


A''^ —0 


SSS 


^^mnAmn ^0 f 2]€rnnAmn=^0. 

Unter diesen 4 Bedingungsgleichungen befinden sich 
zwei, welche wir bereits entwickelt haben. Denn setzt man 

;i = l^ x=: II s=^Oy so wird nach (28) und (15) A'mn = Amn 

xmdCmn'=^ Cmny Und da unter diesen Umständen (26) und 
(12) die Entwickelungen desselben Ausdruckes darstellen, so 
liat man: 


(30) 


f7'" — A 


mn ' 
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Ebenso findet man, wenn man die Entwickelungen von 
(26) und (18) vergleicht in der Voraussetzung, dass ft = 1, 
3c = A = 0, dass: 

\y^J -^Htn -L^run • 

I 

Hiernach fällt die erste Gleichung (29) mit der letzten 
Gleichung (16) zusammen und die letzte Gleichung (29) mit 
der letzten Gleichung (21), gleich wie die erste Gleichung 
(16) und die erste Gleichung (21) zusammenfielen. 

Die 12 linearen Bedingungsgleichungen, welche die Coeffi- 
cienten in der Gleichung der Oberfläche zweiter Ordnung (8), 
^ = 0, zu erfüllen haben, wenn diese Oberfläche durch die 
drei betrachteten Systeme harmonischer Pole gehen soll, re- 
duciren sich also auf 9 Bedingungen, welchen unter allen 
Umständen genügt werden kann; was wir als geometrischen 
Satz also ausdrücken: 

Durch die Spitzen der 12 Kegel zweiter Ord- 
nung, welche sich durch die Schnittcürve je zweier 
von drei Oberflächen zweiter Ordnung Jegen lassen, 
geht eine unzweideutig bestimmte Oberfläche zwei- 
ter Ordnung hindurch. 

Wir legen auf diesen Satz besonders deshalb ein Gewicht, 
weil er lehrt, aus den Coefficienten in den Gleichungen von 
irgend drei Oberflächen zweiter Ordnung in symmetrischer 
Weise die Coefljcienten in der Gleichung einer unzweideutig 
bestimmten Oberfläche zweiter Ordnung zu bilden, die eine 
leicht ausdrückbare geometrische Beziehung hat zu den ge- 
gebenen 3 Oberflächen zweiter Ordnung. 

Es bedarf nicht der drei auseinandergesetzten Operationen, 
um die 9 linearen Bedingungsgleichungen zwischen den Coeffi- 
cienten in der Gleichung der Oberfläche (8), ;t = 0, herzu- 
leiten, wenn diese Oberfläche durch die genannten 12 Kegel- 
spitzen gehen soll. Man kann diese drei Operationen in eine 
vereinigen. 

Zu diesem Zwecke bemerken wir, dass die drei Aus- 
drücke (12), (18), (26) sich durch folgenden, allgemeineren, 
darstellen lassen: 
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(32) 


xaoo + ^6oo+f*^üo; 

. . . . Xflfflj + AÖ03 -f- ftCj,3 , 

u 

xa,o + A6,o + f*Cio, 

xa,3 + A6,3 + fic,3, 

V 

xa^^j + AftJo + ftCjo, 

. . . . X »23 -f- ^ ^23 ~r f* ^23 ^ 

w 

xa3o + A63o+ftC:jo, 

. . . , X a33 -f- A 633 + f* C33 , 

r 

w, 

• • • • ' f 

0\ 


wenn man annimmt^ dass eine von den drei Variabein x, Xy (i, 
gleichviel welche^ gleich ist. Unter dieser Annahme er- 
halten wir nun die gesuchten Bedingungsgleichnngen, indem 
wir den angegebenen Ausdruck (32) nach Potenzen und Pro- 
ducten der Variabein u, v, w, r entwickeln ^ für u^, uv, v^, , . , 
respective setzen s^^y Cqj; e^^f . . .; den so geänderten Aus- 
druck (32)/ der eine homogene i\inction der Variabein x, A, fc 
von der dritten Ordnung ist, nach Potenzen und Producten 
dieser Variabein entwickeln und die Coefficienten derselben 
in der Entwickelung einzeln gleich setzen ^ mit Ausnahme 
des zehnten Coefficienten, der mit dem Product xAft multi- 
plicirt ist; welches unter jeder der obigen Annahmen ver 
schwindet. 

Was den Ausdruck (32) betrifH); so erinnern wir daran, 
dass er, gleich gesetzt, nichts anderes ist, als die Gleichung 
derjenigen Oberfläche zweiter Ordnung, welche in Punktcoor- 
dinaten sich so darstellt: 

x/'-f- Xq) + (itlf = 0. 

An diese allgemeinen Betrachtungen schliessen sich die 
folgenden speciellen Untersuchungen an. 

In der Bestimmung eines Systems von vier harmonischen 
Polen einer gegebenen Oberfläche zweiter Ordnung herrscht, 
wie wir gesehen haben, eine grosse Willkür. Der erste Pol 
kann ganz willkürlich genommen werden, der zweite 1 be- 
liebig auf der Polarebene des ersten, der dritte 2 beliebig 
auf der Schnittlinie der Polarebenen der beiden ersten, wo- 
durch endlich der vierte Pol 3 als der Schnittpunkt der Polar- 
ebenen der drei ersten Pole bestimmt ist. Wählt man den 
Mittelpunkt der gegebenen Oberfläche als den ersten Pol, so 
fallen zwar die drei übrigen 1, 2, 3 in das Unendliche, je- 
doch bleiben die Richtungslinien Ol, 02, 03, in welchen die 
drei Pole von dem Mittelpunkte aus gesehen werden. Die drei 
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Sehnen der Oberfläche zweiter Ordnung, welche auf den ge- 
nannten Richtungslinien von der Oberfläche begrenzt werden, 
nennt man conjugirte Durchmesse» der Oberfläche zwei- 
ter Ordnung. 

Auch die Bestimmung der . Richtungen der conjugirten 
Durchmesser einer Oberfläche zweiter Ordnung enthält viel 
Willkürliches. Denn man kann einen Durchmesser beliebig 
durch den Mittelpunkt der Oberfläche gehen lassen. Der 
zweite durch den Mittelpunkt gehende conjugirte Durchmesser 
wird beliebig gewählt werden können in der Polarebene des 
auf dem ersten Durchmesser unendlich entfernten Punktes. 
Der dritte conjugirte Durchmesser ist dann die Schnittlinie 
der Polarebenen der beiden auf den zwei ersten Durchmessern 
unendlich entfernten Punkte. 

Es ist eine charakteristische Eigenschaft der conjugirten 
Durchmesser einer Oberfläche zweiter Ordnung, dass die 
Sehnen der Oberfläche zweiter Ordnung, welche 
dem einen Durchmesser parallel sind, halbirt wer- 
den durch die Ebene, welche durch die beiden an- 
deren conjugirten Durchmesser gelegt ist. Diese 
Eigenschaft der conjugirten Durchmesser ist eine unmittelbare 
Folge aus ihrer Definition und der aus der zehnten Vorlesung 
bekannten Eigenschaften des Poles und der Polareberie. Wir 
bezeichnen diese Eigenschaft als eine charakteristische, weil 
auch der umgekehrte Satz gilt: Wenn die Sehnen einer 
Oberfläche zweiter Ordnung, welche parallel lau- 
fen einem von drei Durchmessern der Oberfläche 
zweiter Ordnung, durch die Ebene halbirt werden, 
welche durch die beiden anderen Durchmesser ge- 
legt ist, so sind die drei Durchmesser conjugirte 
Durchmesser. Denn der Mittelpunkt der Oberfläche und 
die drei auf den Durchmessern in dem Unendlichen liegenden 
Punkte bilden ein System harmonischer Pole der Oberfläche. 

Man nennt die conjugirten Durchmesser Hauptaxen 
der Oberfläche zweiter Ordnung, wenn sie auf einander senk- 
recht stehen. Die Bestimmung derselben wird den Gegen- 
stand der neunzehnten Vorlesung bilden. 

Wenn zwei Systeme harmonischer Pole 0, 1, 2, 3 und 
4, 5, 6, 7 einer Oberfläche zweiter Ordnung gegeben sind, so 
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weiss man^ dass jdde Oberfläche zweiter Ordnung^ welche 
durch 7 von diesen Punkten hindurchgeht , auch durch den 
achten Punkt geht. Lasst man die Punkte und 4 zusammen- 
fallen j so bestimmen die 5 geraden Linien Ol, 02, 03, 05, 06, 
als Kanten, einen Kegel zweiter Ordnung. Da dieser Kegel, 
eine Oberfläche zweiter Ordnung, durch 7 von den genannten 
Punkten hindurchgeht, so geht er auch durch den achten 
Punkt, und die gerade Linie 07 ist mithin auch eine Kante 
des Kegels. Man hat daher den Satz: 

Wenn von zwei Systemen harmonischer Pole 
einer und derselben Oberfläche zweiter Ordnung 
ein Pol des einen Systemes mit einem Pole des an- 
deren Systemes zusammenfällt, so liegen die von 
dem gemeinsamen Pole nach den 6 anderen Polen 
gezogenen geraden Linien auf einem Kegel zweiter 
Ordnung. 

Rücken die beiden Punkte und 4 in den Mittelpunkt 
der Oberfläche, so werden die 6 geraden Linien Ol, 02, 03, 
05, 06, 07 zwei Systeme conjugirter Durchmesser der Ober- 
fläche, und man hat den Satz: 

Irgend zwei Systeme conjugirter Durchmesser 
einer Oberfläche zweiter Ordnung sind 6 Kanten 
eines Kegels zweiter Ordnung. 

Daraus folgt: 

Wenn ein Kegel zweiter Ordnung durch ein 
System conjugirter Durchmesser einer Oberfläche 
zweiter Ordnung geht, so geht er durch unendlich 
viele Systeme conjugirter Durchmesser der Ober- 
fläche. 

Denn man kaim jede Kante des Kegels als Durchmesser 
eines zweiten Systemes conjugirter Durchmesser betrachten. 
Die beiden anderen Durchmesser des Systemes, welche auf 
dem Kegel liegen, werden dadurch bestimmt sein. 

Die um den Goordinatenanfangspunkt mit beliebigem Ra- 
dius beschriebene Kugel ist, wie aus der Gleichung derselben 
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ersichtlich; eine Oberfläche zweiter Ordnung. Jede drei durch 
den Mittelpunkt gelegte und auf einander senkrecht stehende 
gerade Linien sind nach dem Vorhergehenden conjugirte 
Durchmesser der Kugel, und von zwei solchen Systemen con- 
jugirter Durchmesser gilt der Satz: 

Zwei Systeme von dr^i aus demselben Punkte 
ausgehenden geraden Linien, welche auf einander 
senkrecht stehen, sind 6 Kanten eines Kegels zwei- 
ter Ordnung. 

Daraus folgt: 

Wenn ein Kegel zweiter Ordnung auf seiner 
Oberfläche drei auf einander senkrecht stehende 
Kanten hat, so hat er unendlich viele Systeme von 
drei auf einander senkrecht stehenden Kanten. 

Denn man kann jede beliebige Kante des Kegels als 
einem solchen Systeme zugehörig betrachten. 

Da eine gerade Linie eine Oberfläche zweiter Ordnung 
in zwei Punkten schneidet, und eine Ebene dieselbe Ober- 
fläche in einem Kegelschnitt schneidet, so muss auch eine 
gerade Linie, welche in der Ebene des Kegelschnittes liegt, 
denselben in zwei Punkten schneiden. Zwei Punkte in der 
Ebene des Kegelschnittes, deren Verbindungslinie den Kegel- 
schnitt in harmonischen Punkten schneidet, sind harmo- 
nische Pole des Kegelschnittes. Drei Punkte, von welchen 
je zwei harmonische Pole des Kegelschnittes sind, bilden ein 
System harmonischer Pole des Kegelschnittes. 

Dieses vorausgesetzt, kehren wir zu der beschriebenen 
Raumfigur zurück. Wir hatten eine Oberfläche zweiter Ord- 
nung und irgend zwei Systeme harmonischer Pole 0, 1, 2, 3 
und 4, 5, 6, 7, von welchen die Pole und 4 in einen Punkt 
04 zusammenfielen, mithin auch die Ebenen 12 3 und 5 6 7 
in eine Ebene E. Diese Ebene E schneidet die Oberfläche 
in einem Kegelschnitt, in ßücksicht auf welchen die Punkte 
1, 2, 3 ein System harmonischer Pole, die Punkte 5, 6, 7 ein 
zweites System harmonischer Pole bilden. Wir hatten ferner 
einen Kegel zweiter Ordnung, der durch die genannten beiden 
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Systeme ging, und dessen Spitze in dem gemeinsamen Punkte 
04 lag. Dieser Kegel wird von der Ebene E wieder in einem 
Kegelschnitt geschnitten, der durch die beiden Systeme har- 
monischer Pole des Kegelschnittes geht. 

Sieht man ab von der Raumfigun und drückt die btschrie 
bene Figur in der Ebene E durch Worte aus, so hat mau 
den Satz: 

Durch irgend zwei Systeme harmonischer Pole 
eines Kegelschnittes lässt sich wieder ein Kegel- 
schnitt legen. 

Daraus folgt: 

Wenn ein Kegelschnitt durch ein System har- 
monischer Pole eines gegebenen Kegelschnittes 
geht, so gefit er durch unendlich viele Systeme 
harmonischer Pole des gegebenen Kegelschnittes. 

Man kann den vorletzten Satz auch umkehren, wodurch 
er die Gestalt erhält: 

Irgend 6 Punkte eines Kegelschnittes, in zwei 
Gruppen von drei Punkten zertheilt, bilden zwei 
Systeme harmonischer Pole eines bestimmtenKegel- 

schnittes. 

Auf die weitere Begründung dieses Satzes gehen wir 
jedoch nicht ein. 

Werfen wir schliesslich einen Rückblick auf das am An- 
fange der Vorlesung behandelte Problem „die Spitzen der 
vier Kegel zu bestimmen, welche durch die Schnittcurve 
zweier gegebenen Oberflächen zweiter Ordnung, f=0 und. 
<jp = 0, hindurchgehen^', so sehen wir, dass dasselbe sich rein 
algebraisch auffassen lässt. Das algebraische Problem lautet 
also: 

Die linearen Substitutionen: 

x = XqX + x^Y -\- x.^Z -\- x.^P , 
y = yoX + y,Y + y,Z+ y,F, 

iy=lhX+p,Y'{-p^Z + p^P, 
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so zu bestimmen; dass zwei gegebene^ homogene 
Functionen f und 9) der Variabein x^ y, 0, p von der 
zweiten Ordnung durch die Substitutionen trans- 
formirt werden in die Form: 

(p= v^X^ + v^T^ + v^Z^ + V3P2. 

Denn macht man die iangegebenen Substitutionen in den ge- 
gebenen Functionen f und q> und lässt die Coefficienten der 
Producte der neuen Variabein verschwinden, so erhalt man 
gerade die 12 Gleichungen (6), welche die Coordinaten der 
vier Kegelspitzen bestimmen, Daraas ergiebt sich die geo- 
metrische Bedeutung der Coefficienten in den angegebenen 
Substitutionen des vorgelegten algebraischen Problemes. Sie 
stellen nämlich die homogenen Coordinaten der Spitzen der 
vier Kegel dar, welche sich durch die Schnittcurve der beiden 
Oberflächen zweiter Ordnung f == und 9 == hindurch- 
legen lassen. 

Wir begnügen uns an dieser SteUe, den Zusammenhang 
des algebraischen Problems mit dem entsprechenden geometri- 
schen Probleme dargelegt zu haben als Einleitung in die 
zwanzigste Vorlesung, in welcher das erweiterte algebraische 
Problem ausführlicher wird behandelt werden. 


Siebenzehnte Vorlesung. 

Grenzflächen zweiter Ordnung, welche acht 
beliebig gegebene Ebenen berühren. 


Acht Tangentenebenen bestimmen eine Oberfläche zwei- 
ter Ordnung nicht vollständig. Es seien daher: -- 

,^. F = A^^u^ + 2A^^uv + A^y + . . . = 0; 

^ ^ ' * ' <^ = B^u" + 25oiWt; + B^^v^ + . . . = 

die homogenen Gleichungen zweier gegebenen Oberflächen 
zweiter Ordnung, welche 8 gegebene Ebenen berühren. Unter 
dieser Voraussetzung stellt die Gleichung: 
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2^+ A« = 

mit dem willkürlichen Factor X alle Oberflächen zweiter Ord- 
nung dar^ welche die 8 gegebenen Ebenen berühren, oder^ 
um einen anderen Ausdruck zu brauchen ^ welche die den 
gegebenen beiden Oberflächen gemeinsamen Tangentenebenen 
berühren. 

Unter den Oberflächen (2) wird wenigstens eine Grenz- 
flache zu finden sein, weil der unbestimmte Factor A sich 
immer so bestimmen lässt^ dass der in (4) der fünfzehnten 
Vorlesung entwickelten einzigen Bedingung für die Grenz- 
flache Genüge geschieht. Das heisst^ es giebt wenigstens 
einen Kegelschnitt, welcher von 8 beliebig gegebenen Ebenen 
berührt wird. 

Um die Anzahl der verschiedenen Grenzflächen (2) zu 
bestimmen, nehmen wir an, dass der Factor A in jener Glei- 
chung der Grenzfläche entspreche, und dass u, Vy to, r die 
Coordinaten der Ebene der Grenzfläche seien. In dieser Vor- 
aussetzung hat man nach (3) der fünfzehnten Vorlesung: 

F\v) + kOXv) = 0, 

^ ^ -F\w) + X9^{w) = 0, 

F\r) + A®'(r) == 0, 

woraus sich durch Elimination der Coordinaten ergiebt: 

-4qq "T *^oo ; -^0! iT ^-^Oi ; • • • • -^3 I *-^03 

-^10 "f" ^-^10 y ^M *l" ^-^11 ; • • • • -^J8 T" *^1$ 

-^20 I *-^20 9 -^1 4" ^-^21 ; • • • • -^23 l ^-^23 

-^30 1 ^^'M y "^31 "l ^-"31 ; • • • • -^33 I ^-^33 

Diese Gleichung ist eine biquadratische in A. Daher hat 
man den Satz: 

Es giebt vier Grenzflächen zweiter Ordnung, 
welche alle, zweien gegebenen Oberflächen zweiter 
Ordnunggemeinsamen; Tangentenebenen berühren; 

oder mit anderen Worten: 

Es giebt vier Kegelschnitte, welche von 8 be- 
liebig gegebeneu Ebenen berührt werden. 


(4)v = 


= 0. 


206 Siebenzehnte Vorlesung. 

Bezeichnet man mit ^o? ^u ^2; ^3 ^^ ^®^ Wurzeln der 
biquadratischen Gleichung (4) , mit 0, 1, 2, 3 die Ebenen der 
vier Grenzflächen und durch Beifügung der Indices 0, 1, 2, 3 
an die Variabein respective die Coordinaten der Ebenen der 
vier Grenzflächen, so ergeben sich auf dem in der vorher- 
gehenden Vorlesung eingeschlagenen Wege die Gleichungen: 

[ UrnF\Un) + V^F^Vn) + WmFXWn) + ^^i^X^n) = 0', 

in welchen m und n irgend zwei verschiedene von den Zah- 
len 0, 1, 2, 3 bedeuten, und daraus endlich: 

Um{F\Un) + W{Un)} + Vm {F{Vn) + ^0\Vn) } 

+w„,{FXwn) + W\Wn)}-}'rrn{FXrn) + ^O\rn)}=0, 
welche Gleichung folgende geometrische Deutung zulässt: 

Es giebt vier Grenzflächen zweiter Ordnung, 
welche 8 gegebene Ebenen berühren. Die Ebenen 
dieser vier Grenzflächen bilden ein System harmo- 
nischer Polarebenen jeder Oberfläche zweiter Ord- 
nung, welche die 8 gegebenen Ebenen berührt. 

Da die vier Punkte, in welchen sich je drei Ebenen aus 
einem Systeme harmonischer Polarebenen schneiden, ein 
System harmonischer Pole bilden, so schneiden sich je drei 
Ebenen der vier Grenzflächen in vier Punkten, die ein System 
harmonischer Pole für alle jene Oberflächen zweiter Ordnung 
bilden. Diese Bemerkung, zusammengehalten mit den Re- 
sultaten der vorhergehenden Vorlesung, giebt den Satz: 

Das zweien gegebenen Oberflächen zweiter 
Ordnung gemeinsame System harmonischer Pole 
ist nicht allein ein System harmonischer Pole für 
jede Oberfläche zweiter Ordnung, welche durch 
die Schnittcurve der beiden gegebenen Oberflächen 
hindurchgeht, sondern auch für jede Oberfläche 
zweiter Ordnung, welche alle gemeinsamen Tan- 
gentenebenen der gegebenen beiden Oberflächen 
berührt. Die vier Ebenen, welche je drei harmo- 
nische Pole des Systemes verbinden, sind die 
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Ebenen der vier Grenzflächen zweiter Ordnung^ 
welche die gemeinsamen Tangentenebenen dcT ge- 
gebenen beiden Oberflächen berühren. 

Eliminirt ipan aus je zwei Gleichungen (3) den Factor ^, 
so erhält man die Gleichungen von sechs Oberflächen zwei- 
ter Ordnung, welche das den gegebenen beiden Oberflächen 
gemeinsame System harmonischer Polarebenen berühren. Com- 
ponirt man aus diesen Gleichungen die Gleichung: 

(6) . . . . X = q,,{FXu)0Xv)- FXv) 0'(u) } 

+ 

+ gr,3 {F'(f«)0Xr) - F'{r)0'{iv)} = 

mit den sechs willkürlichen Constanten qmn, so stellt diese 
Gleichung in Ebenencoordinaten eine jede Oberfläche zweiter 
Ordnung dar, welche das genannte System hannonisi^her Polar- 
ebenen berührt. 

Zwischen den Coefficienten in der Entwicklung dieser 
Gleichung : 

(7) . . . X = EqqU^ + 2i:^^uv + Ei^ + = 

finden vier lineare Bedingungsgleichungen statt, von welchen 
wir eine besonders hervorheben, aus der die übrigen ohne 
Schwierigkeit hervorgehen. 

Um die Gleichung der Oberfläche JP = in Punktcoor- 
dinaten zu übertragen, hat man nach den Vorschriften der 
zehnten Vorlesung bekanntlich die linearen Gleichungen auf- 
zulösen : 

iF\u) = x, ^F'{v)^y, ^FXw) = z, ^F'(r)^p, 

welche in dem vorliegenden Falle, wo die Function F durch 
(1) gegeben ist, sich also gestalten: 

Ä^^U + Ai^v + ^,2«? + ^^3^= y , 

A.^U + ^3jt; + A^^W -f ^33^ =p. 

Die Auflösungen dieser Gleichungen von der Form: 

irw=M, ^m-v, im=«;, mp)=r 
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befreit von dem gemeinsamen Nenner a, seien: 

a^x + «Ol y + 0^02^ + «os-P = «^ ; 
«jo^ + «iiy + «J2^ + ^nP = «^ ^ 

«20^ + «2iy + ^22^ + ^2iP = ^^ ; 
«30^ + «3iy + «32^ + Ö^SSJP = «^ ^ 

indem /*= oder af=0 die Gleichung der Oberfläche ist 
in Punktcoordinaten. Alsdann hat man zwischen den 10 Goef- 
ficienten Axx und den 10 Coefficienten axx die Relationen: 

a = Ajeo axO -j-^ -4xl öfxl + -4x2 Äx2 + -4x3 <^x3 ? 
= J-xO «iO + ^xl axi + ^x2«Jl2 + -4x3^^3 , 

welche wir in Worten also ausdrücken: 

„Wenn man in der Entwickelung der 16 Ausdrücke: 


i,uF'{u) , 

iivF'iu), 

^wF\u), \rF'(u), 

^uF\v) , 

^vF'iv) , 

^wF'{v), ^rF'iv), 

^uF'(w), 

^vF(w), 

iwF'iw), ^rF\w), 

^uF'ir), 

^vF'ir), 

^wF\r), ^rF\r), 

;;für die Producte: 




UU, UV, 

VVf . . . . 

„respective setzt: 




<*oo ; '"'oi t 

ajl ; . . . . 


,,so gehen dieselben über in : 

a, 0, 0, 0, 

0, a, 0, 0, 

0, 0, a, 0, 

0, 0, 0, a." 

Daraus folgt; dass das erste mit ^q, multiplicirte Glied: 

F\u) OXv) — F\v) 0\u) 

in der Gleichung (6) durch die gleiche Veränderung verschwin- 
det. Aber es verschwindet durch diese Veränderung ebenso 
jedes Glied der Gleichung (6) und es wird auch die Gleichung 
(7) nach der genannten Veränderung erfüllt. 
Es ist daher: 

(8) ^Emna,nn = 
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eine Yon den Bedingungsgleichungen ^ die erfüllt werden müs- 
sen, wenn die Oberfläche (7), X = 0, das den beiden Ober- 
flächen (1) F=0 und <P =0 gemeinsame System harmo- 
nischer Polarebenen berühren soll. 

Da diese Gleichung unabhängig ist von der Natur der 
Oberfläche <P = 0, weil die Coefficienten aus der Gleichung 
der Oberfläche nicht in sie eingehen, so hat man zu ihrer 
Bildung folgende Regel: 

Wenn: 

JS'oo«*^ + 2Eq^uv + -B,,t;« + = 

die Gleichung einer Oberfläche zweiter Ordnung 
in Eben encoordinaten ist und: 

die Gleichung einer zweiten Oberfläche in Punkt- 
coordinateu; so erhält man die Bedingungsglei- 
ehnng^ dass die erste Oberfläche irgend ein System 
harmonischer Polarebenen der zweiten Oberfläche 
berührt, entweder, indem man in der Ebenencoor- 
dinatengleichung für die Producte der Yariabeln: 

HU y UV, vv, , . . 

respective die Coefficienten aus der Punktcoordi- 
uatengleichung setzt: 

oder wenn man in der Punktcoordinatengleichung 
für die Producte der Variabein: 

XX, xy, yy,,.. 

respective die Coefficienten aus der Ebenencoor- 
dinatengleichung setzt: 

Aus dem Vergleich dieser Regel mit der entsprechenden 
der vorhergehenden Vorlesung oder der geometrischen Be- 
deutung der Gleichung (8) mit (9) der vorhergehenden Vor- 
lesung geht folgender Satz hervor: 

Wenn eine Oberfläche zweiter Ordnung durch 
irgend einSystem harmonischer Pole einer zweiten 

Hs88K, analyt. Geometr. d. Baumes. 2. Aufl. 14 
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Oberfläche zweiter Ordnung hindurchgeht, so be- 
rührt die erste Oberfläche ein System harmonischer 
Polarebenen der zweiten Oberfläche. 

Um aus der angegebenen Regel die vier linearen Be- 
dingungsgleichungen abzuleiten, welche die Coefficienten in 
der Gleichung (7), X = 0, zu erfüllen haben, wenn die durch 
sie dargestellte Oberfläche das den beiden Oberflächen F =0 
und ^ = gemeinsame System harmonischer Polarebenen 
berühren soll, bemerken wir, dass, welches auch die Werthe 
von X und A seien, die Gleichung: 

xF-{'XO = 

eine Oberfläche zweiter Ordnung darstellt, welcher jenes Sy- 
stem harmomscher Polarebenen ebenfalls zugehört. 

Drücken wir daher diese Oberfläch« durch ihre Gleichung 
in Punktcoordinaten aus, wie folgt: 


(9) 




x^,3 + ABi3, y 

XJ.23 + ^^23, '^ 


= 0, 


3Q , . . . . X-4.33 -j- AX>33 , p 

und setzen in der Entwickelung nach Potenzen und Producten 
der variabeln Coordinaten für: 


XX 


xy 


respective: E^y JS^,, -Bn, . . . ., 

so erhalten wir eine Gleichung, welche für beliebige Werthe 
der Variabein x und k Statt findet. Da diese Gleichung aber 
homogen und vom dritten Grade ist, so zerfallt sie in die 
gesuchten vier Bedingungsgleichungen, indem die Coefficien- 
ten der vier Potenzen und .Producte der Variabein einzeln 
verschwinden. 

Die vier Bedingungen, dass die Oberfläche (7), X= 0, das 
den beiden Oberflächen zweiter Ordnung -F= Ound ^= 0: 

(10) ... ^=(7oot*^ + 2(7o,t(v-H(7nt;2+ «=0 

gemeinsame System harmonischer Polarebenen berühre, er- 
halten wir demnach auf gleiche Weise aus der dadurch ver- 
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änderten Gleichung (9) , dass man fQr den Buchstaben B den 
Buchstaben C setzt. Da' jedoch durch diese Veränderung der 
Goefficient von x^ in jener Gleichung ungeändert bleibt, so 
sieht man, dass von den vier neuen Bedingungsgleichungen 
eine mit einer der vier vorhin erwähnten zusammenfallt, dass 
also die 8 Bedingungen, welche die Oberfläche (7), X «» 0, zu 
erfüllen hat, wenn dieselbe sowohl das den Oberflächen JPa»0 
und <P = 0, als auch das den Oberflächen JP = und !F = 
gemeinsame System harmonischer Polarebenen berühren soll, 
sich auf nur 7 Bedingungen reduciren. 

Das Paradoxon, dass in dem vorliegenden Falle 7 Be- 
dingungen hinreichen , damit eine Oberfläche zweiter Ordnung 
8 bestimmte Ebenen berühre, findet seine Erklärung in dem 
Satze der elften Vorlesung „dass alle Oberflächen zweiter 
Ordnung, welche 7 Ebenen berühren, auch noch eine durch 
diese 7 Ebenen bestimmte achte Ebene berühren/' Aus die- 
ser Erklärung schöpfen wir zugleich den Satz, der sich auch 
nach dem in der zwölften Vorlesung entwickelten Princip der 
Reciprocität aus dem entsprechenden Satze der vorhergehen- 
den Vorlesung leicht ableiten lässt: 

Alle Oberflächen zweiter Ordnung, welche 7 
Ebenen aus zwei Systemen harmonischer Polarebe- 
nen einer und derselben Oberfläche zweiter Ord- 
nung berühren, berühren auch die achte Ebene. 

Der umgekehrte Satz findet gleichfalls Statt: 

Acht Ebenen, welche drei Oberflächen zweiter 
Ordnung berühren, die von keinen Ebenen ausser 
diesen gemeinsam berührt werden, in zwei Grup- 
pen von vier Ebenen zertheilt, bilden zwei Systeme 
harmonischer Pojarebenen einer unzweideutig be- 
stimmten Oberfläche zweiter Ordnung. 

Denn stellt man die 12 Bedingungen auf, dass 8 Ebenen, 
in zwei Gruppen von 4 Ebenen, 0, 1, 2, 3 und 4, 5, 6, 7 zer~ 
theilt, zwei Systeme harmonischer Polarebenen einer und der- 
selben Oberfläche zweiter Ordnung bilden, und betrachtet die 
Coordinaten der 7 Ebenen 1, 2 ... 7 als gegeben, dagegen 

14* 
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* 
die Coefficienten in der Gleichung der Oberfläche und die 

Coordinaten der Ebene als gesuchl^ so hat man 9 lineare 
und homogene Gleichungen zwischen den Coefficienten, wo- 
durch sich die Verhältnisse derselben unzweideutig bestimmen, 
und, nachdem diese bestimmt sind, noch 3 lineare homogene 
Gleichungen zwischen den Coordinaten der Ebene 0. Diese 
letzteren bestimmen auf lineare Weise die Coordinaten der 
achten Ebene 0, welche mit den drei anderen Ebenen 1, 2, 3 
das zweite System harmonischer Polarebenen der Oberfläche 
bildet, oder mit anderen Worten, sie bestimmen die Coordi- 
naten der achten Ebene 0, welche alle Oberflächen zweiter 
Ordnung berührt, welche die 7 gegebenen Ebenen berühren. 

Aus dem vorletzten Satze folgt ferner der Satz, dessen 
reciproker in der vorhergehenden Vorlesung bereits entwickelt 
worden ist: 

Wenn eine Oberfläche zweiter Ordnung ein Sy- 
stem harmonischer Polarebenen einer gegebenen 
Oberfläche zweiter Ordnung berührt, so berührt 
sie zugleich unendlich viele Systeme harmonischer 
Polarebenen der gegebenen Oberfläche. 

Wenn drei Oberflächen zweiter Ordnung (1) und (10): 
F = 0, <P = 0, ^=0, gegeben sind , so sind mit ihnen zu- 
gleich auch drei Systeme harmonischer Polarebenen gegeben, 
von welchen jedes einem Oberflächenpaare zugehört. Von den 
12 linearen Bedingungsgleichungen, welche die Coefficienten 
in der Gleichung der Oberfläche (7), X = 0, zu erfüllen haben, 
wenn diese Oberfläche jene drei Systeme harmonischer Polar- 
ebenen gleichzeitig berühren soll, fallen nach dem Vorher- 
gehenden drei fort, weil sie doppelt vorkommen. Es reduciren 
sich demnach die 12 Bedingungsgleichungen auf 9, welchen 
die Coefficienten in der Gleichung (7), X = 0, immer eindeu- 
tig genügen können. Man hat daher den Satz : 

Drei Systeme harmonischer Polarebenen, von 
welchen jedes zweien von drei gegebenen Oberflä- 
chen zweiter Ordnung gemeinsam ist, werden von 
einer unzweideutig bestimmten Oberfläche zweiter 
Ordnung berührt. 


\ 
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Die 9 yerschiedenen Bedingungen zwischen den Ooeffi* 
cienten in der Gleichung der Oberfläche (7), X = 0, dass 
diese Oberfläche die drei Systeme harmonischer Polarebenen 
je zweier der drei gegebenen Oberflächen jPa=0, 0=0, 
W=0 berühre, ergeben sich auf einfache Art aus folgen- 
der Betrachtung. 

Es stellt unter der Voraussetzung, dass eine von den 
drei variabeln Grössen x, A, ^ gleich sei, die Gleichung: 

eine Oberfläche zweiter Ordnung dar, welcher irgend eines 
Yon den drei Systemen harmonischer Polarebenen zugehört. 

Um die Bedingung auszudrücken, dass die Oberfläche (7), 
X=0, durch ein System harmonischer Polarebenen jener Ober- 
fläche hindurchgehe, übertragen wir jene Gleichung in Punkt- 
coordinaten wie folgt: 


(11) 


x^jo+ABjo+ftC'jo, 


X 


X^03+Ai?o3+ftC7oj, X 

x^M+ABjj+fiCj,, s 

*^33 + *^33 + ^Q3> P 

p, 


= 0, 


entwickeln diese Gleichung nach Potenzen und Producten der 
variabeln Coordinaten imd setzen nach der zuletzt angege- 
benen Regel für: 

XX y xy, yy, . » * * 

respective: -^oo ; -^oi > -^lu • • • • 

Die auf diese Weise geänderte Gleichung (11) ist homo- 
gen und von der dritten Ordnung in Rücksicht auf die varia- 
beln Grössen x, A, /t. Da dieselbe nun für beliebige Werthe 
jener variabeln Grössen, unter der -Voraussetzung, dass eine, 
gleichviel welche, gleich ist, erfüllt werden muss, wenn 
die Oberfläche X = jene drei Systeme harmonischer Polar- 
ebenen berührt, so müssen von den 10 Coefficienten in der 
Entwickelung der Gleichung nach Potenzen und Producten 
der variabeln Grössen alle verschwinden mit Ausnahme des 
zehnten Coefficienten, der mit dem Product x A ^ multiplicirt 
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ist, welcher nicht zu verschwinden braucht, weil eben das 
Product selbst verschwindet. 

Man erhält also die gesuchten 9 Bedingungen, wenn man 
jene 9 Coefficienten in der Entwickelung der auf die ange- 
gebene Weise geänderten Gleichung (11) einzeln gleich 
setzt. 

Um aus den vorgetragenen allgemeinen Sätzen specielle 
Folgerungen für die Ebene zu machen, schicken wir einige 
Definitionen und Sätze aus der Geometrie in der Ebene voraus. 

Wenn, wie bekannt, der geometrische Ort des, einem 
gegebenen Punkte zugeordneten, harmonischen Poles einer 
Oberfläche zweiter Ordnung die Polarebene dieses Punktes ist, 
und man legt irgend eine Ebene durch den gegebenen Punkt, 
welche die Oberfläche in einem Kegelschnitt schneidet, so 
muss der geometrische Ort des, dem gegebenen Punkte zuge- 
ordneten, Poles, in Bezug auf den Kegelschnitt, eine gerade 
Linie sein, in welcher sich die Polarebene und die Ebene 
schneiden. Diese gerade Linie nennt man die Polare des 
Punktes in Rücksicht auf den Kegelschnitt und den gegebe- 
nen Punkt den Pol der geraden Linie. 

Zwei gerade Linien in der Ebene eines Kegelschnittes, von 
welchen jede durch den Pol der anderen geht, sind harmo- 
nische Polaren des Kegelschnittes. 

Drei gerade Linien in der Ebene des Kegelschnittes, von 
welchen je zwei harmonische Polaren des Kegelschnittes sind, 
bilden ein System harmonischer Polaren des Kegel- 
schnitts. Sie schneiden sich also zu je zweien in drei Punk- 
ten, die ein System harmonischer Pole des Kegelschnittes 
bilden. Man sieht hieraus ferner, dass die drei geraden Li- 
nien, welche ein System harmonischer Pole eines Kegelschnit- 
tes verbinden, ein System harmonischer Polaren des Kegel- 
schnittes bilden. 

Wir erinnern endlich an den Satz aus der vierzehnten 
Vorlesung, „dass 5 Tangentenebenen eines Kegels zweiter 
Ordnung den Kegel unzweideutig bestimmen, und dass jede 
5 Ebenen, welche durch einen und denselben Punkt gehen, 
sich als Tangentenebenen eines ganz bestimmten Kegels zwei- 
ter Ordnung betrachten lassen," woraus der Satz für die 
Ebene folgt, „dass 5 Tangenten eines Kegelschnittes 
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den Kegelschnitt unzweideutig bestimmen, und dass 
jede 5 gerade Linien in einer und derselben Ebene 
sich als die Tangenten eines ganz bestimmten Ke- 
gelschnittes betrachten lassen/' 

Mit diesen Dat^i ausgerüstet gehen wir an die Speciali- 
sirung der in dem Vorhergehenden beschriebenen Figur. 

Es lag eine beliebige Oberflache zweiter Ordnung vor und 
zwei Systeme harmonischer Polarebenen 0, 1, 2, 3 und 4, 5; 6, 7 
dieser Oberfläche. Von den letzteren wissen wir, dass jede Ober- 
fläche zweiter Ordnung, welche 7 derselben berührt, auch die 
achte Ebene berührt. Wir lassen die Ebenen und 4 in eine und 
dieselbe Ebene ^ zusammenfallen, wodurch die 6 geraden Linien 
Ol, 02, 03; 05, 06, 07 in jene Ebene zu liegen kommen. 
Die drei ersten büden ein System harmonischer Polaren des 
Kegelschnittes, in welchem die Ebene E die gegebene Ober- 
flädie schneidet. Die drei anderen bilden ebenfalls ein System 
harmonischer Polaren desselben Kegelschnittes. Wir beschrei- 
ben in der Ebene E einen zweiten Kegelschnitt JT, welcher 
die 5 geraden Linien Ol, 02, 03, 05, 06 berührt. Fassen wir 
diesen Kegelschnitt als Grenzfläche zweiter Ordnung auf, so 
ist derselbe eine Oberfläche zweiter Ordnung, welche von den 
beiden Systemen harmonischer Polarebenen 7 Ebenen berührt. 
Sie berührt also auch die achte Ebene, das heisst, die gerade 
Linie 07 ist Tangente des beschriebenen Kegelschnitts K. 

Löset man die in der Ebene E beschriebene Figur ab 
von der Raumfigur, so beweiset sie den Satz: 

Irgend zwei Systeme harmonischer Polaren eines 
Kegelschnittes berühren einen Kegelschnitt. 

Daraus folgt weiter: 

Wenn ein Kegelschnitt ein System harmonischer 
Polaren eines gegebenen Kegelschnittes berührt, 
so berührt derselbe Kegelschnitt unendlich viele 
Systeme harmonischer Polaren des gegebeneu Ke- 
gelschnittes, 

indem jede Tangente des ersten Kegelschnittes sich als eine 
harmonische Polare aus einem zweiten Systeme harmonischer 
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Polaren des gegebenen Kegelschnittes betrachten lässt^ wel- 
ches den ersten Kegelschnitt berührt. 

Den umgekehrten Satz führen wir nur historisch an: 

Irgend 6 Tangenten eines Kegelschnittes^ in 
zwei Gruppen von 3 Tangenten vertheilt, bilden 
zwei Systeme harmonischer Polaren eines Kegel- 
schnittes. . 

Stellt man diese Sätze zusammen mit den reciproken der 
vorhergehenden Vorlesung, so ergiebt sich daraus folgender: 

Zwei Dreiecke, welche einem Kegelschnitte ein- 
beschrieben sind, sind einem Kegelschnitte umbe- 
schrieben; und zwei Dreiecke, welche einem Kegel- 
schnitte umbeschrieben sind, sind einem Kegel- 
schnitte einbeschrieben. 

Kehren wir zurück zu der zuletzt beschriebenen Raum- 
figur und beschreiben in ihr einen Kegel zweiter Ordnung, 
welcher durch die 5 Tangentenebenen 1, 2, 3, 5, 6, die sich 
mit der Ebene 7 inMem Pol e der Ebene E schneiden, un- 
zweideutig bestimmt ist, so schneidet dieser Kegel die Ebene 
E in einem Kegelschnitte K'j der dieselben 5 Tangenten Ol, 
02> 03, 05, 06 hat, als der Kegelschnitt K. Es fallen daher 
diese beiden Kegelschnitte in einen zusammen. Da aber die 
gerade Linie 07 eine Tangente des Kegelschnittes K ist, so 
ist die Ebene 7 eine Tangentenebene des beschriebenen Kegels. 
Daraus entspringt der Satz: 

Wenn von zwei Systemen harmonischer Polar- 
ebenen einer Oberfläche zweiter Ordnung eine 
Ebene des einen Systemes mit einer Ebene des an- 
deren Systemes zusammenfällt, so berühren die 6 
anderen Ebenen, welche durch den Pol der zusam- 
menfallenden Ebenen gehen, einen Kegel zweiter 
Ordnung. 

Rückt der Pol e in den Mittelpunkt der Oberfläche, so 
bilden die geraden Linien 12, 23, 31 ein System conjugirter 
Durchmesser der Oberfläche, gleich wie die geradeu Linien 
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56, 67, 75 ein zweites System conjugirter Durchmesser bilden, 
lü diesem Falle lautet der angegebene Satz also: 

Die drei Ebenen^ welche durch je zwei conju- 
girte Durchmesser eines Systemes einer gegebenen 
Oberfläche zweiter Ordnung gehen und die drei 
Ebenen, welche durch je zwei conjugirte Durch- 
messer eines anderen Systemes derselben Oberfläche 
gehen, berühren einen Kegel zweiter Ordnung. 

Daraus folgt femer: 

Wenn ein Kegel zweiter Ordnung drei Ebenen 
berührt, welche sich paarweise in drei conjugirten 
Durchmessern einer Oberfläche zweiter Ordnung 
schneiden, so berührt der Kegel unendlich viele Sy- 
steme Yon drei Ebenen, die sich paarweise in den con- 
jugirten Durchmessern der Oberfläche schneiden. 

Ist die gegebene Oberfläche zweiter Ordnung eine Kugel, 
so hat man den Satz: 

Drei Ebenen, welche auf einander senkrecht 
stehen, und drei andere auf einander senkrecht 
stehende Ebenen, die sich in demselben Punkte, als 
die drei ersten, schneiden, berühren einen Kegel 
zweiter Ordnung. 

Daraus folgt: 

Wenn ein Kegel zweiter Ordnung ein System 
von drei auf einander senkrecht stehenden Ebenen 
berührt, so berührt er unendlich viele Systeme von 
drei Ebenen, die auf einander senkrecht stehen. 

Wir schliessen diese Vorlesung mit der Bemerkung, dass 
das Problem der vier Grenzflächen zweiter Ordnung, welche 
von allen Ebenen berührt werden, die gleichzeitig zwei ge- 
gebene Oberflächen zweiter Ordnung, JP= und a> «= 0, be- 
rühren, von welchem Problem unsere Untersuchungen aus- 
gingen, sich als ein rein algebraisches auffassen lässt, näm- 
hch: 
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JDie linearen Substitutionen zu bestimmen: 

u = UqU -{- u^V '\- U2W -{- %ü , 
V = v,U + v^r + v^W + v,B, 
w = WqÜ ■i' w^V '\- W2W -}- w^R, 
r = r,ü + r,r + r,W + r,B, 

welche zweigSgebene homogene Functionen i^und 
O der Variabein u, v, w, r der zweiten Ordnung trans- 
formiren in die Form: 

^0 ^ f*! ^ /■*! i^3 

Vo ' Vi ^ Vi * V3 

Denn drückt man die Bedingungen des Problems aus, so er- 
hält man die Gleichungen (5), welche die Ebenen der vier 
Grenzflächen bestimmen. 

Dieses Problem in weiterer Ausdehnung wird, wie be- 
reits angedeutet worden, den Gegenstand der zwanzigsten 
Vorlesung bilden. 


Achtzehnte Vorlesung. 

Lineare Coordinaten - Transformation. Trans- 

formation rechtwinkliger Coordinatensysteme 

mit demselben Anfangspunkte. 


Wenn irgend drei Gleichungen zwischen den drei recht- 
winkligen Coordinaten x, y, eines beliebigeu Punktes q im 
Räume und drei anderen Grössen X, Y, Z gegeben sind, so 
nennt man letztere im weitesten Sinne des Wortes Coordi- 
naten des Punktes, weil sie, gleich viel, ob eindeutig oder mehr- 
deutig, durch die gegebenen Gleichungen die rechtwinkligen 
Coordinaten des Punktes und durch sie den Punkt g im Baume 
bestimmen. 

Ein specieller Fall solcher Coordinaten sind die elliptischen 
Baumcoordinaten , welche den Gegenstand einer besonderen 
Vorlesung bilden werden. 
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Ein anderer spedeller Fall ist der, wenn die drei gege- 
benen Gleichungen von der Form sind: 

(^) -^"^1^' ^""57' ^"^ul' 

in welchen sämmliche TT lineare Ausdrücke allein der recht- 
winkligen Coordinaten bedeuten. In diesem Falle nennt man 
die Coordinaten X, F, Z lineare Coordinaten, weil sie 
durch die rechtwinkligen Coordinaten eindeutig bestimmt sind, 
und weil sie zugleich wieder die rechtwinkligen Coordinaten 
eindeutig bestimmen. 

Um die geometrische Bedeutung dieser linearen Coordi- 
naten festzustellen, bilden wir die Gleichungen von vier Ebenen : 

o, = o, tr, = ü, ir, = o, 1^3 = 0, 

welche durch die Transformationsformeln (1) gegeben sind. 
Auf diese vier, als die Seitenflächen eines Tetraeders, des 
Coordinaten-Te^raeders, aufgefassten Ebenen, werden 
wir die linearen Coordinaten beziehen. 

Die Gleichungen der vier Ebenen fuhren wir durch Mul- 
tiplication mit den Factoren ^o^ ^w f^2> ^3; v^f^ (5) der zwei- 
ten Vorlesung, zurück auf ihre Normalformen: 

J^ = 0, ^1=0, ^2 = 0, ^3 = 0, 

welche wir in (1) für die allgemeinen Formen einführen, in- 
dem wir setzen: 

^«=t' ^•=7^ ^^=^' ^3=;^- 

Da in die Gleichungen (1), nach den angegebenen Sub- 
stitutionen, nur die Verhältnisse der Factoren /t eingehen, so 
kann man, ohne die Allgemeinheit dieser Gleichungen zu be- 
schranken, annehmen, dass sämmtliche Factoren ^ kleiner als 
1 seien und gleich den Sinus gewisser Winkel, nämlich: 

f*o = sin «07 ^1 = sin «,, ^^ = ^^^ «2; ^3 = ^^ «3- 

Wir denken uns nun vier Richtungslinien Zq, Xj, L^j L^ 
im Räume, jede derselben einer Seitenfläche des Tetraeders 
entsprechend der Art, dass die Richtungslinie Xq mit der 
Seitenfläche Z/q = den Neigungswinkel a^ bildet, dass die 
Richtmigslinie L^ mit der Seitenfläche U^ = den Neigungs- 
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winkel a^ bildet, und so ferner. Ziehen wir alsdann von 
dem Punkte q vier gerade Linien, parallel den vier bestimm- 
ten Richtungslinien, bis sie respective die Seitenflächen, des 
Tetraeders schneiden und bezeichnen ihre Längen mit Zo, Z,, 
'2? Z3, so haben wir, weil A^, Ä^, A^^ A.^^ nach (8) der zweiten 
Vorlesung die negativen Abstände des Punktes q von den 
Seitenflächen des Tetraeders ausdrücken: 

und die Gleichungen (1) gehen bei dieser Bezeichnung über in : 

== ^, j: == ^, Z — ^; 

H *3 *8 

welche Gleichungen die geometrische Bedeutung der linearen 
Coordinaten X, F, Z erkennen lassen. 

Löset man das System Gleichungen (1) nach den recht- 
winkligen Coordinaten des Punktes g auf, so erhält man Glei- 
chungen von derselben Form: 

indem sämmtliche u lineare Ausdrücke der linearen Coordi- 
naten X, F, Z bezeichnen, von derselben Willkürlichkeit in 
den Coefficienten, als die Ausdrücke ?7in den Gleichungen (1). 
Man kann daher auch die Gleichungen (2) an Stelle der Glei- 
chungen (1) als die ursprünglichen nehmen. 

Es ist in vielen Fällen zweckmässig, statt dreier linearen 
Coordinaten vier homogene lineare Coordinaten X, Y, 

Z, Pzu brauchen, indem man für X, Y, Z setzt -p' p> ^' 

Sie bedeuten gerade die in dem Vorhergehenden bezeichneten 
Längen Z^, Z„ Z.^, Z3. Multiplicirt man nach Einführung dieser 
vier Coordinaten Zähler und Nenner der Ausdrücke (2) mit 
P, so werden die u in (2) von der Form: 

Uq = XqX + ic^ F + X2Z -f- x^P, 

(3) «*i = yo^ + yi ^ + 2/2^ + 2/3-?, 

M3 = Po^ +i>l^ + 1^2^ +i'3-P- 

Die geometrische Bedeutung der 16 Coefficienten in die- 
sen Ausdrücken ergiebt sich, wenn man je drei von den 
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linearen homogenen Coordinaten gleich setzt. Setzt man 
zum Beispiel Y = Z = P ^=0^ wodurch der Schnittpunkt 
der drei Ebenen CT^ =0, Uj «= 0, 1/3 = ausgedrückt wird, 
so erhält man für diesen Schnittpunkt aus (2) die rechtwink- 
ligen Coordinaten: 

Po ' ^ Po ' Po 

Es sind hiernach Xq, y^, e^^ p^ die rechtwinkligen homogenen 
Coordinaten der Ecke des Coordinaten -Tetraeders, welche der 
Seitenfläche t/j, = gegenüber liegt, und so ferner. 

Ein specieller Fall unserer linearen Qoordinaten-Bestim- 
mung verdient hervorgehol)en zu werden, weil er eine statische 
Deutung zulässt. Wir meinen den Fall, wenn p^ =i)i =P2 
= Pj=l^ für welchen die Gleichungen (2) die Gestalt er- 
halten : 

^~ ' "X+ Y'+Z + l* " ' 


jEf = 


x+r+if-f-p 


X+ Y+Z+F 

Betrachten wir nämlich die Längen der linearen homo- 
genen Coordinaten X, Y, Z, Pals Gewichte, welche an den 
Ecken des Coordinaten -Tetraeders ohne Masse in der Rich- 
tung der Schwerkraft wirken, so sind bekanntlich die Aus- 
drücke für X, y, s die rechtwinkligen Coordinaten des Schwer- 
punktes q des Systemes, dessen Lage sich im Räume zugleich 
mit den Gewichten beliebig ändert. Diese Gewicht-Coordinaten 
bilden das Fundament des barycentrischen Calculs von Moebius, 
eines der vielen Hülfsmittel zur analytischen Behandlung der 
Geometrie. 

Kehren wir zu dem allgemeinen Falle zurück und führen, 
indem wir für die rechtwinkligen Coordinaten x, y, z setzen 

-; ^> -, die homogenen rechtwinkligen Coordinaten ein, so 

ergeben sich ans (2) folgende Substitutionen: 

X = Xf^X + a?! r + x^Z + X3P y 

ir,\ y = yo-X + yi i' + ViZ + Vz^, 
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zur Uebertragung aus dem rechtwinkligen Systeme in das 
Tetraeder-System. 

Die aufgelösten Gleichungen (5): 

/g) r = M^a; + t;,y -1- w^z + r^p, 

P = M^a? + Vgy + w^z + r^p 

dienen zur Uebertragung aus dem Tetraeder -Systeme in das 
rechtwinklige System. Die Goefficienten in den letzten Glei- 
chungen erweisen sich als die Goordinaten der vier Seiten- 
flächen des Goordinaten-Tetraeders. 

Die Goefficienten in beiden Substitutionen (5) und (6) sind 
ganz unabhängig von der Lage des Punktes q. Sie häifgen 
ab von der Lage der Goordinatensysteme zu einander und 
ihrer Gestalt. Sie hängen ausserdem ab von den ßichtungs- 
linien L, weil in die Substitutionen nicht bloss die Verhält- 
nisse der homogenen Goordinaten der Ecken oder die Ver- 
hältnisse der homogenen Goordinaten der Seiteuflächen des 
Goordinaten-Tetraeders eingehen. 

Wenn neben dem genannten Tetraeder-Systeme noch ein 
zweites derselben Art gegeben ist, so vermitteln Gleichungen 
von derselben Form als (5) den Uebergang von dem recht- 
winkligen System in das zweite Tetraeder-System. Setzt man 
in beiden Systemen Gleichungen die Ausdrücke x einander 
gleich, ebenso die Ausdrücke füry, und so femer, so erhält 
man Relationen für die Uebertragung von einem Tetraeder- 
System in ein anderes Tetraeder-System. Die Auflosungen 
dieser linearen Relationen nach den Goordinaten eines und 
desselben ^ystemes führen wieder auf Gleichungen von der 
Gestalt (5) zurück. In diesen Gleichungen hängen die Goef- 
ficienten der Goordinaten des anderen Systemes allein ab von 
der Lage der Tetraeder -Systeme zu einander, von ihrer Ge- 
stalt und von den Richtungslinien beider Systeme. 

Durch diese linearen Transformationen ändert sich die 
Ordnung einer homogenen Gleichung nicht. Deshalb wird 
jede homogene Gleichung der Goordinaten der zweiten Ord- 
nung, gleichviel auf welches lineare Goordinatensystem sie sich 
bezieht, immer eine Oberfläche zweiter Ordnung darstellen, 


Lineare Goordmaten-TraiiBformatioii. 223 

sowie eine homogene Gleichung erster Ordnung eine Ebene; 
und eine beliebig gegebene Oberfläche zweiter Ordnung oder 
Ebene wird in jedem linearen Coordinatensysteme sich durch 
eine Gleichung zweiter oder erster Ordnung analytisch aus- 
drücken lassen. 

Nimmt man an, die Gleichungen (5) seien die Transfor- 
mationsformeln zur Uebertragung von einem Tetraedersysteme 
in ein beliebiges andere, und es sei die Gleichung einer Ebene 
in dem ersten Systeme gegeben: 

ux -}- vy -}- toz -}- rp ^^ 0, 

so geht dieselbe durch -die Substitutionen (5) über in eine von 
gleicher Form: 

t^X-f rY+ WZ+RP=0, 

indem man hat: 

U = a:of4 + y^v + i?„tc; -f jpor, 

(7) V =x^u + y^V'{' z^w ^p^r^ 

W = x^u + y^v + z^w +Pir, 
R = x^u + y^v -^ z^fc + p:^r. 

Nennt man die, die Ebene im ersten Coordinatensystem 
bestimmenden, Coefficienten u, v, w, r homogene Ebenen- 
coordinaten in dem ersten, und demnach die Coefficienten 
J7, F, Wy R homogene Ebenencoordinaten in dem zweiten 
linearen Coordinatensysteme, so hat man zur Uebertragung 
ans dem einen Systeme in das andere die Gleichungen (7). 

Loset man diese Gleichungen auf, um die Ebenencoor- 
dinaten des ersten Systemes auszudrücken durch die entspre- 
chenden Ebenencoordinaten des zweiten Systemes, so erhält 
man, da die Gleichungen (6) die Auflösungen sind der Glei- 
chungen (5), auf Grund von (23) der siebenten Vorlesung: 

u =u^U -{- u^V -{- u^W -}- u^Ry 
,gx V «»VoJJ+t;, F + fjjTT-f-Vali, 

r =r,U + r,r + r^W + r,R. 

Auch diese Substitutionen ändern die Ordnung einer homo- 
genen Gleichung nicht. Es ist daher in jedem linearen Coor- 
dinatensystem eine homogene Gleichung der zweiten Ordnung 
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in Ebenencoordinaten der analytische Ausdruck für eine Ober- 
fläche zweiter Ordnung und eine homogene Gleichung der 
ersten Ordnung der analytische Ausdruck für einen Punkt. 

Wir schliessen diese allgemeinen Betrachtungen mit der 
Bemerkung, dass, wenn man in der Gleichung einer auf ein 
beliebiges lineares Coordinatensystem bezogenen Oberfläche 
in Punktcoordinaten eine der Coordinaten gleich setzt, man 
den analytischen^ Ausdruck der Curve erhält, in welcher die 
eine Seitenfläche des Coordinaten - Tetraeders die Oberfläche 
schneidet. Hierdurch ändert sich der Grad der Gleichung 
nicht und es wird die Schnittcurve einer Oberfläche zweiter 
Ordnung und einer beliebigen Ebene, die man für eine Seiten- 
fläche des Coordinateji -Tetraeders nehmen kann, eine Curve 
zweiter Ordnung, das ist ein Kegelschnitt. 

Als einen speciellen Fall des Tetraeder-Coordinatensystemes 
lässt sich das schiefwinklige Coordinatensystem betrachten. 
Denn lässt man drei Ecken des Coordinaten -Tetraeders in 
das* Unendliche fallen, und nimmt an, dass drei von den 
Bichtungslinieu respectire den drei im Endlichen liegenden 
Kanten des Tetraeders parallel gehen, so hat man das schief- 
winklige Coordinatensystem. 

Um aus den allgemeinen Transformationsformeln (2) für 
ein rechtwinkliges Coordinatensystem in ein beliebiges Te- 
traedersystem , unter Vermittelung von (3), die dem speciellen 
Falle entsprechenden Transformationsformeln herzuleiten , hat 
man zu setzen p^ = p^ =p^ = 0. Da für alle im Endlichen 
liegenden Punkte die ihnen entsprechenden unendlich grossen 
Werthe von Peinander gleich und constant sind, so nehmen 
die Gleichungen (2) die Form an: 

(9) y = 6Z + 6'r+ fe"Z+ r, 

woselbst a'"= — , 6'" = ?^, c'" = — die rechtwinkligen Co- 

ordinaten der im Endlichen liegenden Ecke des Coordinaten- 
Tetraeders, des Anfangspunktes des schiefwinkligen Systemes, 
bedeuten. Diese Bedeutung ergiebt sich aus den Transforma- 
tionsformeln (9), wenn man daselbst setzt: X= Y= Z^^O. 
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Der Durchgang durch das Unendliche zur Herleitung der 
Formeln (9) wird auf folgendem Wege vermieden. 

Es seien: 

^ = 0, ^1 = 0, ^2 — 
« 

die Normalformen der Gleichungen der drei Coordinatenebenen 
irgend eines schiefwinkligen Coordinatensystemes, bezogen auf 
das zum Grunde gelegte rechtwinklige Coordinatensystem. 
Bedeuten nun x, y^ z dieCoordinaten irgend eines Punktes q im 
Räume ^ so sind Äq, A^, A^ die negativen senkrechten Abstände 
des Punktes q von den erwähnten drei Coordinatenebenen. 
Bezeichnet man femer mit a^y a^ a^ die Winkel ^ welche die 
Schnittlinien je zweier Coordinatenebenen; die Coordinaten- 
axen des schiefwinkligen Systemes, mit der dritten Coordi- 
natenebene bilden ^ und mit X, T, Z die Coordinaten des 
Punktes q in dem schiefwinkligen Systeme, welche den Coor- 
dinatenaxen parallel gehen , so hat man zur Bestimmung die- 
ser Coordinaten folgende lineare Gleichungen: 

(10).. X=-=A Y=^^', z=^-^, 

^ ^ sm cTo Bin oTj ' am cts ^ 

in welchen die geometrische Bedeutung der in ihnen enthal- 
tenen 12 Constanten ohne Weiteres zu Tage tritt. Die Auf- 
losungen dieser Gleichungen nach den Coordinaten des recht- 
winkligen Systemes geben wieder Gleichungen von der Form (9). 
Wie diese Gleichungen (9) den Uebergang vermitteln von 
dem rechtwinkligen Coordinatensysteme in ein beliebiges schief- 
winkliges Coordinatensystem ; so dienen analog gebildete Glei- 
chungen mit veränderten Constanten zur Transformation von 
dem rechtwinkligen Systeme in ein beliebiges andere schief- 
winklige Coordinatensystem. Setzt man nun in beiden Sy- 
stemen Gleichungen die Ausdrücke für ^^ für y u. s. w. einan- 
der gleich^ so erhalt man drei lineare Gleichungen zur 
Uebertragung von dem einen schiefwinkligen Systeme unmittel- 
bar in das andere. Aus den Auflosungen dieser Gleichungen 
nach den Coordinaten eines und desselben Systemes gehen 
Gleichungen hervor wieder von der Form (9), wobei zu be- 
merken ist; dass die 12 Coefficienten in den aufgelösten Glei- 
diungen unabhängig sind von der Lage des beliebig im Räume 
gewählten Punktes q und nur abhängen von der Lage und 
Gestalt der beiden Coordinatensysteme. 

Hnn, analyt. Oeometrie d. Baames. 2. Aufl. 15 
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Wir werden im Folgenden annehmen, die Gleichungen 
(9) seien die Transformationsformeln von einem schiefwink- 
ligen Coordinatensysteme in ein beliebiges andere schiefwink- 
lige Coordinatensystem, um die geometrische Bedeutung der 
12 Constanten unter dieser Voraussetzung zu ermitteln. 

Zu diesem Zwecke lassen wir den beliebigen Punkt q im 
Räume in den Anfangspunkt des zweiten Coordinatensystemes 
XY!Z fallen, indem wir setzen X=T=^Z=^0, wodurch 
die Coordinaten des genannten Anfangspunktes in dem ersten 
Systeme erhalten werden: x == a", y = V'% = c'". Es be- 
deuten also die Constanten a", 6'", c" in (9) die 
Coordinaten des Anfangspunktes des zweiten Sy- 
stemes in dem ersten. 

Setzen wir x + « ", y + 6"', ^ + c' respective für Xy y,0, 
so ändern wir damit nur den Coordinatenanfangspunkt des 
ersten Coordinatensystemes, indem wir ihn in den Coordi- 
natenanfangspunkt* des zweiten Systemes verlegen , lassen aber 
die Richtungen der Coordinatenaxen des ersten Systemes un- 
geändert. Durch diese Veränderung gehen die Gleichungen 
(9) über in: 

x^aX + aY-^-a^'Z, 

(11) 2/ = 6z -f fe'r -f rz, 

= cX ^cY + c'Z. 

Sie vermitteln den Uebergäng von einem beliebigen schief- 
winkligen Coordinatensysteme in ein beliebiges andere schief- 
winklige Coordinatensystem mit demselben Anfangspunkte. 

Um die geometrische Bedeutung der 9 Constanten in die- 
sen Gleichungen zu ermitteln, welche dieselben sind, als in 
den Gleichungen (9), verlegen wir den beliebigen Punkt q 
des Raumes in die XAxe, vom gemeinsamen Anfangspunkte 
beider Coordinatensysteme um die Einheit entfernt. Fällt man 
nun Lothe von dem so gelegenen Punkte q auf die y0, 0Xj xy 
Ebene und bezeichnet die Winkel, welche die XAxe mit den 
genannten Ebenen bildet, mit (X, yz), (X, 0x\ (X, xy) u. s. w., 
so sind die Lothe auf die genannten Ebenen respective gleich : 

sin (X, y0)y sin (X, zx)y sin (X, xy) 
und, durch die Coordinaten Xy yy z <3es Punktes q in dem ersten 
Systeme ausgedrückt: 

X sin {Xy yz)y y sin (y, zx)y z sin {Zy ocy). 
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weshalb man für den bezeichneten Punkt q hat: 

^ ^^ sin {X, yz) __ sin (X, zx ) ^ __ sin (X, xy) ^ 

dn (x, yz) ' ^ sin {y, zx) ' ain (z, xy) 

Da aber für den so gelegenen Punkt g ist: X= 1, Y=Z= 0, 
so hat man auch nach (11): 

X = tty y = b , z = c 

nnd daher: 

__ sin (X^ yz) , _____ sin (X, zx) __ ain (X^ xy) ^ 

sin (x, yz) ' sin (y, zx) ' sin (z, xy) 

Auf diese Weise erhält man die folgende geometrische 
Bedeutung der 9 Coef&cienten in (9) oder (11): 

^ ^ sin (X, yz) j^ ^ s in (X, z x) ^. _ ain (X, xy) ^ 
sin {x, yz) ^ sin (y, zx) ' ain {z, xy) 

^ ^ sin {x, yz) ' sin (y, zx) ' ain («f, osy) ' 

// sin {Z, y z) ,„ sin (Z, zx) „ ain {Z, xy) ^ 

sin {x, yz)* sin (y, zx) ' sin {z, xy) 

Aus diesen Gleichungen ergeben sich, wenn das erste 
Coordinatensystem rechtwinklig ist, folgende Werthe der 9 Coef- 
ficienten: 

a = cos (X, x), b = cos (X, y), c = cos (X, z), 

(13) a = cos {Y,x)y V = cos (Y^y), c' = cos ( Y, z) , 

a" = cos (Z, x) , 6"= cos (Z, y) , c ' = cos {Z, z), 

Wenn beide Coordinatensysteme rechtwinklig sind, wel- 
chen Fall wir allein in dem Folgenden in Betracht ziehen 
werden, müssen sich diese 9 Coefficienten durch die drei Be- 
stimmungsstücke der Lage des zweiten Systemes zu dem ersten 
aasdrücken lassen. 

Euler drückt die 9 Coef&cienten aus durch drei Winkel, 
nämlich durch die beiden Winkel, welche die Schnittlinie der 
Coordinatenebenen xy und XY mit der xAxe und mit der 
JSTAxe bildet, und durch den Neigungswinkel, den die ge- 
nannten beiden Coordinatenebenen bilden. Da jedoch diese 
Ausdrucksweise der Symmetrie gänzlich entbehrt, so stellt er 
in einer zweiten Behandlung des Gegenstandes die 9 Coeffi- 
cienten als Functionen von vier Winkeln in symmetrischer 
Weise dar. Er wählt zu diesem Zwecke die drei Winkel, 

16* 
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welche die Drehungsaxe^ uin die das eine Coordinatensystem 
gedreht werden muss^ um in die Lage des andern zu kommen; 
mit den Coordinatenaxen bildet, und den Drehungswinkel. 
Indem er diesen symmetrischen Ausdrücken der 9 Coefficien- 
ten noch die symmetrische Relation zwischen den genannten 
drei Winkeln der Drehungsaxe beifügt, so giebt ihm diese 
Relation einen Ersatz für die erste Ausdrucksweise durch drei 
Bestimmungsstücke. 

Monge bewahrt die Symmetrie, indem er die 9 Coeffi- 
cienten durch drei derselben a, 6', c' ausdrückt, welche eine 
symmetrische Lage zu den übrigen .haben. 

Alle diese Ausdrücke sind irrational. Li den Euler'schen 
Formeln ist die L:rationalität nur verdeckt durch den Gebrauch 
der Sinus- und Cosinus-Functionen. Wir werden es im Fol- 
genden vermeiden, irrationale Ausdrücke zu gebrauchen, in- 
dem wir, wie es bereits üblich geworden ist, alle 9 Coeffi- 
cienten' beibehalten, sie aber durch die 6 Bedingungen be- 
schränken, welche zwischen ihnen stattfinden. 


Es seien die Transformationsformeln für ein rechtwink- 
liges Coordinatensystem in ein beliebiges andere rechtwink- 
lige Coordinatensystem mit demselben Anfangspunkte: 

(14) y = hX + VT+rZ, 

z = cX + cY + d'Z, 

Das Quadrat der Entfernung eines beliebigen Punktes q 
im Räume von dem gemeinsamen Anfangspunkte der Coor- 
dinatensysteme ist in dem einen Systeme iz;^ + 3/^ "h ^^ ^^ 
dem anderen X^ + ^ + ^' ^^.n hat daher die durch die 
Substitutionen (14) identische Gleichung: 

(15) x^'\'Y-\'Z'^ = X} -{- r^ + Z^. 

Wenn man in diese Gleichung die Werthe der Coordina- 
ten (14) des ersten Systemes einsetzt und beide Seiten der 
Gleichung vergleicht, so erhält man die 6, zwischen den 9 Ooef- 
ficienten der Substitutionen stattfindenden, Relationen: 
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«2 + 62 ^ c^ = 1, aV + Vr + c'c" = 0, 
(16) . . «2 + 6'2 -(- c'2 = 1 , a"a + V'h + c'c = 0, 
a"2^6"2+c"2=l, aa +66' + cc' = 0. 

Dass diese 6 Bedingungsgleichungen hinreichen^ um unter 
der Voraussetzung 9 dass das erste Coordinatensystem ein reeht- 
^v'inkliges sei^ auch das «ndere Coordinatensystem zu einem 
rechtwinkligen zu machen ^ geht aus der geometrischen Inter- 
pretation dieser Gleichungen hervor. Denn mit ßücksicht auf 
(13) drücken die drei letzten Gleichungen (16) die Bedin- 
gimgeB aus, dass die Coordinatenaxen des zweiteu Systemes 
auf einander senkrecht stehen^ während die drei ersten die 
bekannten Bedingungen sind zwischen den Cosinus der Win- 
kel; welche die Coordinatenaxen des zweiten Systemes mit den 
Cioordinatenaxen des ersten Systemes bilden. 

Welche Relationen man überdies ohne weitere Beschrän- 
kung zwischen den 9 Coefficienten ableiten mag^ sie werden 
sich alle aus den angegebenen 6 Bedingungsgleichungen (16) 
ableiten lassen. Die nachfolgenden Relationen bieten Beispiele 
für Ableitungen der Art dar. 

Von den unendlich vielen, zwischen den 9 Coefficienten 
der Substitutionen (14) stattfindenden, Relationen werden wir 
vorerst auf dem einfachsten Wege nur die gebräuchlichsten 
entwickeln. 

Wir differentiiren zu diesem Zwecke die durch die Sub- 
stitutionen (14) identische Gleichung (15) nach den Yariabeln 
X, Y, Zj wodurch wir erhalten: 

X= aa; -\-hy -^ cz ^ 
(17) Y =^ ax-^-Vy -{- cZy 

welche Gleichungen die Auflösungen sind der Substitutionen 
(14), mit denselben Coefficienten, aber veränderter Anordnung. 

Die Substitution von (17) in die Gleichung (15) und die 
Vergleichung beider Seiten der Gleichung mit einander giebt^ 

a^ + a^^a^'^l, 6c -f feV -f 6V = 0, 

(18) . . 6^ + 6'2 + r^ = 1 , m -f ca + cV = 0, 

c2 + c'2 + c"2 = 1, ab + aV+a'T = 0. 
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Bildet mau die Determinante J: 


(19) 


a y h , c 


A = 


a, b y c 

^" ly ^" 

a y y C 

= ah'c" + <^'V <^ + «'fec' — aVc — afec" — a"Vc 
und erhebt dieselbe zum Quadrat^ so erhält man: 


^2 = 


a, ü y c 
a , y c 


9 

tty 

h, 

c 

• 

a. 

v, 

c 


a , 

h", 

c" 


^2 = 


tr 


f rr 


oder nach (31) der siebenten Vorlesung: 

a^ +6^ -{-c^y aa -{-hV -\- cCy aa' -^-hV -^ cd 
aa + Vh + cCy a"^ + h"^ + c ^ , a'a" + fe'6"+ c'c 

und mit Rücksicht auf (16) : 

1, 0, 
0, 1, 
0, 0, 1 


. z/2'= 


= 1. 


Die Determinante ^ selbst ist hinemach entweder + 1 
oder — 1. Wir werden im Folgenden annehmen, sie sei gleich 
+ l. Denn wäre sie — 1, so brauchte man nur für X, T, Z 
respective zu setzen — X, — Yy — Zy was geometrisch dar- 
auf hinauskäme, die negativen Richtungen der Coordinaten- 
axen des zweiten Coordinatensystemes für die positiven zu 
nehmen. Wir haben daher: 

(20) z/ = 1. 

Es ist diese Determinante ^ der gemeinsame Nenner der 
Bruchwerthe der Unbekannten X, Y, Z, welche die directe 
Auflösung der Gleichungen (14) ergiebt. Vergleicht man diese 
directen Auflösungen mit den Auflösungen (17), so erhält 
man folgende Relationen: 

bc 
(21) b"c — oc = a, c a — cd' = 0, db — ab' == c 
bc' 


h"c' 

bc' 

b'c 


— oc = a 


c'a — c'a — 6, 

aV a;'h 

c a — ca — 6 , 

a"6 — aV 

ca — c'a == 6", 

aV — ah 


c . 
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Von diesen 22 Relationen zwischen den 9 Coefficienten 
der Transformationsformeln für ein rechtwinkliges Goordinaten- 
System in ein beliebiges andere rechtwinklige Coordinaten- 
system mit ungeändertem Anfangspunkte macht man den häufig- 
sten Gebrauch. Wir werden aber noch andere Relationen 
entwickeln zum Zwecke der Verwendung auf nachfolgende 
Untersuchungen. An dieser Stelle brauchen sie in dem Zu- 
sanmienhange nur hingeschrieben zu werden, während sie aus 
dem Zusammenhange sich nicht ohne Rechnung herleiten las- 
sen. Wir beginnen mit der Entwickelung der Transforma- 
tionsformeln für Ebenencoordinateu. 

Die Gleichung einer Ebene: 

ux -f- vy + w^^ + 1 = 0, 

deren Coordinaten u, v, w sind^ wird durch die Substitutio- 
nen (14) transformirt auf das zweite rechtwinklige Coordi- 
natensystem mit demselben Anfangspunkte und nimmt die 
Gestalt an: 

UX-f VY+ WZ+ 1 = 0, 

indem man für die Ebenencoordinateu im zweiten Systeme 
die Ausdrücke hat: 

{/ = aw -}- 6t; -}- cw , 

(22) F= au + Vv -{- cw , 

W=a\i+V'v+(rw. 

Es sind dieses die gesuchten Transformationsformeln für 
Ebenencoordinateu aus einem rechtwinkligen Systeme in ein 
anderes ebenfalls rechtwinkliges System mit demselben Coor- 
dinatenanfangspunkte. 

Der Vergleich mit den Substitutionen (17) zeigt; dass 
man nur die Punktcoordinäten mit den entsprechenden Ebenen- 
coordinateu zu vertauschen braucht, um die Transformations- 
fonueln der einen aus den anderen zu erhalten. Macht man 
diese Yertauschungen in (14), so erhält man die Auflösungen 
der Gleichungen (22): 

u = aU-\-ar-\-a"W, 

(23) v = bU -\-b'V-\-b"W, 

w=cU + cV + c"W. 
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Wenn nun in dem Vorhergeheuden die 9 Coefficienten 
in den Substitutionen (14) oder (17) keiner weiteren Beschrän- 
kung unterlagen, als der, dass die Substitutionen die Gleichung 
(15) zu einer identischen machen, so werden auch die 9 Coef- 
ficienten in den Substitutionen (23) oder (22) nur die einzige 
Bedingung zu erfüllen brauchen, dass die Substitutionen die 
Gleichung : 

(24) .... u'i ^ v'^ -{- w^ = TP -^ V^ + W^, 

zu einer identischen Gleichung machen. 

Multiplicirt man die Gleichungen (22) der Reihe nach 
mit X, Y, Z und addirt, so erhält man mit Rücksicht auf (14) : 

(25) ... f/X-f Fr+ WZ=ux -^-vy-^-wz, 

eine Gleichung, welche sowohl durch die Substitutionen (17) 
und (22), als durch die Substitutionen (14) und (23) zu einer 
identischen wird, wovon man sich auch nachträglich über- 
zeugen kann. 

Diese identische Gleichung (25) wird die Quelle zahl- 
reicher Relationen zwischen den 9 Coefficienten in den Trans- 
forraationsformeln rechtwinkliger Coordinatensysteme sein, die 
sich aus ihr ergeben, wenn man beide Theile der Gleichung 
quadrirt oder beide Theile der Gleichung zur dritten Potenz 
oder endlich zur mten Potenz erhebt. Da bei dieser Gelegen- 
heit der polynomische Lehrsatz berufen ist, eine Rolle zu spieleu, 
so wollen wir, um im Folgenden nicht gehindert zu sein, es 
nicht unterlassen, die Ausdrücke hervorzuheben, durch welche 
die Polynomialcoefficienten dargestellt werden. 

Das Product der ganzen Zahlen 1, 2 ... a bezeichnet man 
mit den Zeichen: 

(26) . . . n{a) = 1 . 2 . . . a , 77(1) = 1 , 77(0) = 1. 

Unter dem Zeichen Gaß^ soll im Folgenden das Product 
verstanden sein: 

(27) Ca^y = 77(«) . 77(/J) . 77 (y). 

In dieser Voraussetzung ist rrr \7^,o^X^, \ der Ausdruck 

für einen beUebigen Coefficienten in der Entwickelung der 
(a -f* 1^ + y)ten Potenz der Summe von drei Grössen. 
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Wenn man beide Theile der Gleichung (25) zur mten 
Potenz erhebt^ so erhält man mit Unterdrückung des Factors 
n{m) auf beiden Seiten der Gleichung: 

(28) .., Ej^ U'^VfiWrX^YßZr =£ -.,-- tt« tV» wy sc^i/jsy , 

vorausgesetzt; dass a, ß, y alle gleichen und ungleichen Werthe 
0; 1; 2 . . . annehmen unter der einzigen Bedingung: 

a -^ ß '\- y = m. 

Es seien nun a^ h, c drei gegebene gleiche oder ungleiche 
Zahlen 0^ 1, 2 . . . ebenfalls unter der Bedingung: 

a '\- h '\- c == m. 

Wenn wir nun in dem Producte m" v^ wy die Substitutionen 
(23) machen und in dem Producte af*yß giY die Substitutionen 
(14) und entwickeln, so tritt in der ersten Entwickelung ein 
Glied auf mit dem Factor ü** F* TP. Den Coefficienten die- 
ses Gliedes werden wir bezeichnen mit Cafiy^afiY' Denselben 
Coefficienten hat auch dasjenige Glied der zweiten Entwicke- 
lung, welches mit X* Y^Z*^ multiplicirt ist. Auf diese Weise 
sind sämmtliche Aa^y definirt als Entwickelungscoefficienten, 
wie es die beiden folgenden Gleichungen ausdrücken: 

(29) u^vßtGr=.. . + CaßrÄaßYU<'V^W'+ 

(30) af'yP ZY=., . + CaßyÄaßyX'^ Y^Z<^ + 

Denken wir uns nun (29) substituirt in (28) und setzen 
die Coefficienten vOü ü* F* W^ auf beiden Seiten der Glei- 
chting einander gleich, oder denken wir uns (30) substituirt 
in (28) und setzen die Coefficienten von X« ÜT* Z^ einander 
gleich, so erhalten wir: 

(31) -^ X'T'Z^ = 2^Äaßy x^yfizY. 

(32) —^ U^r^W'= SAaßy U^V^WY. 

Diese Gleichungen geben die Definition sämmtlicher Grössen 
Aaßy als Entwickelungscoefficienten eines einzigen Ausdruckes, 
während vorhin alle Gleichungen (29) oder (30) erforderlich 
waren, um die Bedeutung dieser Grossen Aaßy festzustellen, 

deren Zahl ist ^"^ + ^V"' + '^ • 
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Setzen wir endlich (29) und (30) in (28), so ergiebt die 
Gleichstellung der Coefficienten desProductes X«r*Z<^£/«F*TF<' 
auf beiden Seiten der Gleichung die Relation: 

Dieses Resultat können wir kurz so ausdrücken: 

(34) . . . W^nn a-|-6 + ^ = ^ + /' + y = ^ ^^^ wenn 
(»^•t- M^-r Grössen Aaßy als Entwickelungscoeffi- 

cienten in der Gleichung (31), auf Grund der Sub- 
stitutionen (17) für rechtwinklige Coordinatensy- 
steme, definirt sind, so besteht zwischen diesen 
Entwickelungscoefficienten die Gleichung (33). 

Obwohl wir mit diesem Satze, der in späteren Vorlesungen 
öftere Anwendung finden wird, unseren Hauptzweck erreicht 
haben, so fahren wir doch fort in der Entwickelung weiterer 
Relationen. 

Es seien a, V, c wieder gegebene Wahlen 0, 1, 2 . . . der 

Art, dass: 

a + 6' + c' = m. 

Diese Zahlen können den vorher gegebenen a, 6, c selbst 
gleich sein, nur nicht in derselben Reihenfolge. In dieser 

Voraussetzung definiren wir "^ ^^^^-r ) ßröggen A^a/iy als 

Entwickelungscoefficienten nach der Analogie (29) und (30) 
durch die Gleichungen: 

(35) U^vfiwY=. .. + CafiyA'aßYU^'V''W<^' + . .. 

(36) X^t/Zr = ... + Caßy Aaßy X^' Y'' Z<^' + . . . 

woraus, wie vorhin, die Gleichungen hervorgehen: 

(38) .... ^ ü^'r''W<''=^i:A'aßyU"vfiwY. 

Substituiren wir nun (29) und (36) in (28) und vergleichen 
auf beiden Seiten der Gleichung die Coefficienten des Pro- 
ductes U^ T> W'X<'' Y^'Z'\ so erhalten wir: 

(39)- 0=UCafiyAaßyA'aßy, 
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ein ßesultat; welches wir^ im Anschlüsse an (34)^ kurz so aus- 
sprechen: 

(40) . . . ^Wenn a + 6 -f- c = a'+ 6'+ ^'= « + /S + y = w, 
wenn lerner ^^ — ' — ^ — — Grossen Aa^y als Jlintwicke- 

luügscoefficienten durch (31) und wenn V"*"r.^^^"ilL 

andere Grössen Äa^y als Entwickelungscoefficien- 
ten durch (37) definirt werden, so besteht zwi- 
schen diesen Entwickelungscoefficienten die Glei- 
chung (39). 

Fasst man den speciellen Fall, wenn m = 1 ist, in das 
Auge, so wird man leicht erkennen, dass der Satz (34) der 
Repräsentant ist der drei ersten Gleichungen (16) und dass 
der Satz (40) die drei anderen Gleichungen des Systemes (16) 
ausdrückt. Das System Gleichungen (16) enthält aber gerade 
alle Bedingungen zwischen den 9 Coefficienten in den Trans- 
formationsformeln eines rechtwinkligen Cioordinatensystemes 
in ein beliebiges andere* rechtwinklige Coordinatensystem mit 
demselben Anfangspunkte. 

Wir beabsichtigen in späteren Vorlesungen nur von dem 
Satze (34) Gebrauch zu machen und zwar in den Fällen, 
wenn m = 2 oder m = 3 ist. Aus diesem Grunde gehen 
wir auf die genannten Fälle specieller ein. 

Es sei erstens m = 2 und a = 0, 6 = 1, c == 1. In die- 
ser Voraussetzung geht die Gleichung (31) über in: 

(41) TZ^UÄa^yOfy^zY^ 

woraus sich auf Grund der Substitutionen (17) folgende Werthe 
der Entwickelungscoefficienten ergeben: 

(42) 200 = ^ öt , -^20 = 6 , A)02 = ^ <^ ; 

Nach dem Satze (34) hat man nun: 

(43) .. 1 = 2(A^ + -^020 + ^wa) "f" -^oii "f" -^loi H" -^iio f 

eine Gleichung, welche die Einheit als die Summe von sechs 
Quadraten in symmetrischer Weise ausdrückt. Legt man 
jedoch auf die Symmetrie weniger Gewicht, so kann man die 
Einheit auch durch fünf Quadrate darstellen. 
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Es ist nämlich nach (16): 

•^200 ~r -^020 ~r -^002 "= ^ 


200 020 ^^ 020 002 i^ oc_ 

/j 4 \^ 4^ 9 A A -t-'>42 

V 020 002^ ^^020 020 002 ^^ c 


und daher: 

^200 "'■^020 T^ 020 *002 I ■*'^002 ' 

'^002^ 

woraus durch Addition folgt: 

j2 I / j J \a 9>!|2 I 042 

200 n~ V. 020 002) 020 "1 ^"^002' 

Zieht man diese Gleichung von (43) ab , so erhält man : 

(44) l = 3^^ + (^^-^^,)» + ^«+A'oi+A'io- 

In einem zweiten Falle sei m = 3, a = 1, & = 1, c == l . 
Alsdann geht die Gleichung (31) über in: 

(45) XYZ=2ÄaiiyX^y^^ , 

und wenn man darin (17) substituirt; so erhält man folgende 
Werthe der 10 Entwickelungscoefficienten : 

•^300 = ötaa , -^030 = ^6 6 , -^aoz = ccc , 

^,2ü = (^W + aTb + a"bb\ 
-4jQ2 = acc" + aVc + a'cc', 

J.210 = baa" + 6Va + 6"aa , 

-^201 = caa +caa + caa, 

A^^^ = cJ'6" + c'rj + c'bb\ 

A^^, = aVc + aVd + a6"c + a'6c" + a"6c' + a"6'c. 

Zwischen ihnen besteht nach dem Satze (34) die Glei- 
chung: 

(47) . . . 


1 — 6 {-4.^00 + -^^ + ^Is^ } + -^111 


+ ^ {-^120 "H -^102 ~f" -^012 + -^10 + ^201 "^ -^021 }> 

eine Darstellung der Einheit als die Summe von 10 Quadraten. 
Die 10 Quadrate ; aus welchen die Gleichung (47) zu- 
sammengesetzt ist, lassen sich auf 7 Quadrate zurückführen^ 
wenn man auf Grund von (16) bemerkt, dass: 

-^120 "T -^102 "T" ^-^300 =^ ^ > 
(^°) A)12 + -^10 4" 3-4.Q30 = 0, 

-^201 T" -^021 1 ^ A)03 ^"^ ^* 
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Denn nlan hat nach der ersten von diesen Gleiohmigen : 

Addirt man zu dieser Gleichung folgende: 

(A20 -^102)^ ^ -^120 2-^120-^102 4" A02 9 

SO erhält man: 

^^aoo +, (A20 "" ^102)* = 2 (^'j^ + -4.J,^), 
und in gleicher Weise: 

^^030 + (A12"" Aio)^ = ^(-^012 + ^21o)> 
^^003 + (^1~" ^021)* = 2(^1 + ^021) > 

wodurch die Gleichung (47) übergeht in: 

/^Qx 1 = ^ö {-^»00 + -^030 + -^} + ^111 

+ (A20 "~ -^102)*+ (Al2~ -^210)^ + (-^1 ^021)* • 

Diese elegante Gleichung (49) ^ freilich auf einem ganz 
anderen Wege gefunden , ist eine Entdeckung von Jacobi^ 
Grelles Journal für Mathematik Bd. 30^ p* 46, der zuerst die 
10 Entwickelungscoefficienten (46) in den Calcul eingeführt 
hat. Derselbe knüpft daran ein Paar wichtige Bemerkungen^ 
die vnr hier nicht unterdrücken dürfen. 

Wir sind zu Aufstellungen der Gleichungen (29) und 
(30), aus welchen alle folgenden Gleichungen hervorgingen, 
von den Substitutionen (23) und (14) ausgegangen. Wenn 
wir an ihrer Stelle von den Substitutionen (22) und (17) aus- 
gegangen wären, so würden wir analoge Gleichungen erhal- 
ten haben, welche aus den Gleichungen (47) und (49) da- 
durch hervorgehen, dass man nur die Vertauschungen macht: 

a mit b , a" mit c , 6" mit c\ 

Man kann daher sagen, dass die rechten Theile der Glei- 
chungen (47) und (49) durch diese Vertauschungen ihren Werth 
nicht ändern. 

Der Hinblick auf (46) lehrt, dass durch die genannten 
Vertauschungen folgender Ausdruck ungeändert bleibt: 

(50) ^ni- 

Setzt man die Werthe von -^30^, Äq^q, Äqq^ aus (48) in 
die Gleichungen. (47) und (49) und eliminirt nach der Eni- 
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Wickelung die Summe der sechs gleichartigen Quadrate aus 
beiden Gleichungen, so ersieht man aus der resultirenden 
Gleichung, dass durch jene Vertauschungen auch folgender 
Ausdruck seinem Werthe nach ungeändert bleibt: 

(51) • • • • -^120-^102 ~r A) 12 ^210 I -^201 A)21« 

Bleibt aber dieser Ausdruck ungeändert, so lehrt die 
durch die Substitutionen (48) veränderte Gleichung (49), dass 
ebenfalls folgender Ausdruck durch die genannten Vertauschun- 
gen seinen Werth beibehält: 

(52) . . . J.J2Q + J-JQ2 + -^012 "t" -^210 "I" -^^1 "f" -^021 • 

Hieraus ergiebt sich endlich nach (47), dass durch jene 
Vertauschungen auch folgender Ausdruck seinen Werth nicht 
ändert : 

.(^^) ■^Ä)0+ -^020+ ■^002- 

Nach diesen allerdings weiten Entwickelungen, deren 
Nutzen erst bei Gelegenheit der Kreisschnitte der Oberflächen 
zweiter Ordnung und der Rotationsoberffächen zu Tage treten 
wird, nehmen wir die Substitutionen (14) wieder auf. Aus 
ihnen geht, mit Rücksicht auf (21), wenn man aus je zwei 
Gleichungen eine der Variabein X, Y, Z eliminirt, folgendes 
System von Gleichungen hervor: 

cy -^hz =aZ --a'^Yy 

cy — Vz = a'X — aZ, 

c'y — })'z= aY — dX , 

az —cx= VZ — VY, 

(54) dz — (;x^ yx — hZ, 

d'z—c'x=bY —VX, 

hx — ay = cZ — d'Y ^ 
Vx — dy = cX — cZ, 
Vx—d'y=cY —cX. 

Multiplicirt man die erste von diesen Gleichungen mit 
b'cX, die zweite darunter stehende Gleichung mit hcY, und 
zieht die letztere von der ersten ab, so erhält man: 

cc'y{h'X—hY) + hVz{cY -cX) 
= dVdZX+ahcYZ - d'XYihc + Vc). 
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Benutzt man zur Umformung des rechten Theiles dieser Glei- 
chung die Gleichungen (18) und des linken Theiles die Glei- 
chungen (54) und (1&); so erhält man schliesslich: 

.;--. ada''yz + hb'V'zx + ccc'xy 

^^ ) - — = abcYZ + aVcZX + aTc'XY. 

Wenn wir, statt von den Substitutionen (14) auszugehen, 
die Substitutionen (23) nehmen^ so werden wir in gleicher 
Weise erhalten: 

^ ^ ' ' ' ' =abcVW+ab'cWU + a'bY'Ur. 

Die beiden eben abgeleiteten Gleichungen (55) und (56) 
werden durch unsere Substitutionen wieder identische Glei- 
chungen. Die erste von ihnen beweiset den Satz: 

Die Coordinatenaxen zweier rechtwinkligen Sy- 
steme mit demselben Anfangspunkte liegen auf 
einem Kegel zweiter Ordnung. 

Denn man erhält die Gleichung des Kegels ^ auf welchem 
die sechs Goordinatenaxen liegen^ wenn man einen der gleichen 
Ausdrücke (55) gleich setzt In ähnlicher Weise geht aus 
der Gleichung (56) der Satz hervor: 

Die Coordinatenebenen zweier rechtwinkliger 
Systeme mit demselben Anfangspunkte berühren 
einen Kegel zweiter Ordnung. 

Wir schliessen unsere Vorlesung mit zwei Bemerkungen^ 
welche geeignet sind mehr Klarheit über den Zusammenhang 
der vielen, in dem Vorhergehenden hervorgehobenen, Formeln 
zu verbrißiten: 

Es ist erlaubt, in allen aus den Substitutionen 
(14), (17), (22), (23) für rechtwinklige Coordinaten- 
system eher vor gegangenen Form ein folgende gleich- 
zeitige Vertauschungen zu machen: 

„ X, y, ^; X, r, Zy 


(57) 


„ W , V y w] U , V , W, 
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Da nämlich durch diese Yertauschungen die genannten 
Substitutionen nur in einander übergehen^ so können die aus 
ihnen abgeleiteten Gleichungen durch dieselben Vertauschungen 
ihre Gültigkeit nicht verlieren. 

Es ist erlaubt; in allen aus den Substitutionen 
(14), (17), (22), (23) für rechtwinklige Coordinaten- 
sy st eme hervor gegange nenFormeln folgende gleich- 
zeitige Vertauschungen zu machen: 

(58) '' ^ ' ^ ' ^ ' ^ ' ^ ' ^ ' ^'' ^'^ ^' 
^'" „X, Y, .Z; U, F, TF; 6, c, c. 

Denn es gehen auch durch diesie Vertauschungen die Sub- 
stitutionen nur in einander über. 


Neunzehnte Vorlesung. 

Transformation der Oberflächen zweiter Ordnung 

auf die Hauptaxen. 


Man hat in der sechszehnten Vorlesung gesehen, welche 
Willkür herrscht in der Bestimmung eines Systemes harmo- 
nischer Pole einer gegebenen Oberfläche zweiter Ordnung. 
Diese Willkür wird einiger Maassen beschränkt, wenn man 
einen der vier harmonischen Pole mit dem Mittelpunkt der 
Oberfläche zusammenfallen lässt, wodurch die drei anderen 
in das Unendliche verlegt werden. Die Verbindungslinien 
der im Unendlichen liegenden drei Pole mit dem Mittelpunkte 
der Oberfläche sind conjugirte Durchmesser der Ober- 
fläche. Wenn diese auf einander senkrecht stehen, so hat 
man die Hauptaxen der Oberfläche. 

Dass alle diese Bedingungen für die Hauptaxen sich er- 
füllen lassen, kann man auf folgende Art einsehen. 

Beschreibt man um den Mittelpunkt der gegebenen Ober- 
fläche zweiter Ordnung, welcher der Einfachheit wegen der 
Coordinatenanfangspunkt sein soll, eine Kugel mit einem 
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gegebenen Radius ^ so hat man^ da die Kugeloberfläche auch 
eine Oberfläche zweiter Ordnung ist, zwei gegebene Ober- 
flächen zweiter Ordnung, für welche das beiden gemeinsame 
System harmonischer Pole nach Vorschrift der sechszehnten 
Vorlesung bestimmt werden kann. Einer von diesen Polen 
ist der gemeinsame Mittelpunkt der beiden Oberflächen. Denn 
die Coordinaten desselben, als des Coordinatenanfangspunktes, 
genügen, unter den gemachten Voraussetzungen, den Glei- 
chungen (3) der sechszehnten Vorlesung, welche das beiden 
Oberflächen gemeinsame System harmonischer Pole bestimmen 
in der Weise, dass die drei ersten Gleichungen von selber 
erfüllt werden, während die letzte Gleichung den Werth von 
A ergiebt. Die drei anderen Pole liegen in dem Unendlichen, 
weil jeder derselben harmonischer Pol des Mittelpunktes der 
Oberfläche oder der Kugel ist. Erwägt man nun, dass die 
Polarebene der Kugel immer senkrecht steht auf der Verbin- 
dungslinie des Poles mit dem Mittelpunkte der Kugel, und 
dass die Polarebene eines jeden Poles aus einem Systeme har- 
monischer Pole immer durch die anderen Pole des Systemes 
geht, so sieht mau, dass die Polarebenen jener drei harmo- 
nischen Pole im Unendlichen auf einander senkrecht stehen 
allein aus dem Grunde, weil sie Polarebenen einer Kugel sind. 
Diese Polarebenen schneiden sich in drei, von dem Mittelpunkte 
ausgehenden, auf einander senkrecht stehenden, geraden 
Linien, die den Mittelpunkt mit den drei Polen im Unend- 
lichen verbinden. Sie sind daher die Hauptaxen der gegebe- 
nen Oberfläche. 

Das Problem der Hauptaxen einer gegebenen Oberfläche 
zweiter Ordnung kommt hiemach darauf zurück , das der ge- 
gebenen Oberfläche und einer £^ugel, mit demselben Mittel- 
punkte als die Oberfläche, gemeinsame System harmonischer 
Pole zu bestimmen. Dieses Problem ist in grösserer Allge- 
meinheit in der sechszehnten Vorlesung behandelt worden. 
Da man jedoch in dem vorliegenden Falle einen Pol des ge- 
meinsamen Systemes harmonischer Pole kennt, n|mlich den 
gemeinsamen Mittelpunkt beider Oberflächen, so wird die im 
allgemeinen Falle aufzulosende Gleichung z/ = vom vierten 
Grade sich in dem vorliegenden Falle auf den dritten Grad 
reduciren. Es werden überdies noch Specialitäteu auftreten, 

HS88B, analyt. Oeometrie d. Baumos. 2. Aufl. 16 
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die eine von dem vorhergehenden unabhängige Behandlung 
des Problemes wünschenswerth machen. 

Nachdem wir auf diese Weise die Existenz der Haupt- 
axen einer Oberfläche zweiter Ordnung aus einem allgemeine- 
ren Gesichtspunkte nachgewiesen haben, so wollen wir jetzt 
untersuchen, welche Form die Gleichung: 

f{po, y, 0, 1) = 

einer Oberfläche zweiter Ordnung haben muss, wenn die Haupt- 
axen der Oberfläche den Axen des rechtwinkligen Coordinaten- 
systemeS; auf welches sich die Gleichung der Oberfläche be- 
zieht, parallel sind. 

Der Mittelpunkt der Oberfläche und die auf den drei 
Coordinatenaxen im Unendlichen liegenden Punkte bilden ein 
System harmonischer Pole der Oberfläche. Die Gleichungen 
der Polarebenen der drei letzten Pole sind: 

Da diese Ebenen aber den Coordinatenaxen parallel sein 
müssen, so darf in jeder dieser Gleichungen nur eine von 
den Variabein vorkommen. Dieses triiSPfc jedoch nur zu, wenn 
in der Gleichung der Oberfläche die Producte y0, jsx, xy fehlen. 
Es ist daher das Verschwinden der drei Producte der Variabein 
in der Gleichung der Oberfläche die Bedingung, dass das 
rechtwinklige Coordinatensystem, auf welches sich die Ober- 
fläche bezieht, den Hauptaxen der Oberfläche parallel sei. 

Fässt man das Problem der Hauptaxen allgemein auf, 
um auch die Oberflächen zweiter Ordnung ohne Mittelpunkt 
mit hereinzuziehen, indem man verlangt, dass irgend ein 
Coordinatensystem bestimmt werde, dessen Axen den Haupt- 
axen einer gegebenen Oberfläche zweiter Ordnung parallel 
sind, so lässt sich dasselbe rein algebraisch also ausdrücken: 

Die Substitutionen zu bestimmen: 

x = aX-\-aT-^a"Z, 

<1) y = 6Z + b'Y-\-b"Z, 

e = cX-\-cY + c"Z, 

welche die Gleichungen: 
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(2) x^ + y^ + z'^ = X^+ T^ + Z^, 

(3) q>{x, y,z) = lX} + X,in + l^Z' 

zu identischen Gleichungen machen^ wenn: 

(4) qp(i»,y,js?)=aoua;^+a„y^+a22£?H2a,2y^+2a2ü^a:+2aoia:y. 

Es wird hierbei vorausgesetzt, dass ^>{x^ y, z) die Summe 
der Glieder zweiter Ordnung sei in der Gleichung der Ober- 
fläche zweiter Ordnung f{x, y, z, 1) = 0, von welcher die Rich- 
tungen der Hauptaxen zu bestimmen sind. 

Um die Auflosung dieses algebraischen Problemes vor- 
zubereiten, differentiiren wir die identische Gleichung (2) nach 
den Variabein X,«F, Z, wodurch wir erhalten: 

X = ax -i-by -{- cz , 
(5) r= a'a; + Vy + cz, 

Z = a'x + h"y+c''z, 

und bringen die aus diesen Gleichungen durch Substitutionen 
von (1) sich ergebenden Relationen (16) der vorhergehenden 
Vorlesung wieder in Erinnerung: 

«2 + 62 ^ c2 = 1 , aV + bT + de" = 0, " 
(6) . . a^ + 6'2 ^ c'2 = 1^ ß-^ ^ yi ^ ^-^ = q, 

a"2 + 6"2+ c"2= 1, ad + bV + cc = 0. 

Die Differentiation der identischen Gleichung (3) nach 
der Variable X giebt: 

aq)Xx) + bq)'{ff) + cq)\z) = 2 XX, 

welche Gleichung nach Substitution von (5) sich auch so dar- 
stellen lässt: 

xq)\a) + yy'W + ^9(0 = 2X{ax + &y + cz). 

Diese Gleichung, welche unabhängig ist von den Werthen 
der Variabein in ihr, zerfällt in folgende drei Gleichungen: 

q){a) = 2Aa, 

(7) <p'(6) = 2A6, 

• q)\c) = 2kc. 

Da in diese Gleichungen nur die Verhältnisse a\b \ c der 
zu bestimmenden Substitutions-C!oefficienten, welche die Stelle 

16* 
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von zwei Unbekannten vertreten, und die Unbekannte A ein- 
gehen, so werden sich durch dieselben die drei Unbekannten 
bestimmen lassen. Um die genannten Substitutions-Coefficieh- 
ten selbst zu bestimmen, wird die erste Gleichung (6) zu 
Hilfe zu nehmen sein. 

Durch Differentiation der identischen Gleichung (3) nach 
den Variabein Y oder Z erhält man in gleicher Weise: 

9,'(a') = 2 A,a', g)'(a") = 2 l^a'% 

(8) <p'(6')'=2Aj6', (p\r)==2X^ry 

^,'(0 = 2 A^ c\ q)\c") = 2 A/', 

Gleichungen von derselben Form, als die Gleichungen (7), aus 
welchen mit Zuziehung der zweiten un(f dritten Gleichung 
(6) in gleicher Weise die Werthe der Unbekannten des Proble- 
mes sich ergeben. Wir werden uns daher begnügen können, 
aus dem Systeme der Gleichungen (7), welches sich also dar- 
stellt: 

(«00 — ^)^ + <^0l& + «02^ = 0, 

(9) ö^io« + (a,i — A)6 -f a^^c == , 

a^QÜ + «21 ^ + («22 — '^)^ = 0, 

die Werthe der in ihnen enthaltenen Unbekannten zu be- 
stimmen. 

Bezeichnet man mit ^ den Ausdruck: 


(10) ^ = 


= (a„o — ^) («n — ^) («22 — '^) + «12 «20 «Ol + «21 «02 «10 
(«00 ^)«12«2l («11 ^)«20«02 — («22 ^) «Ol «10 

und eliminirt aus (9) die Unbekannten a, 6, c, so erhält man 
zur Bestimmung der Unbekannten A die kubische Gleichung : 

(11) ^ = 0. 

Die Wurzeln der kubischen Gleichung müssen gerade die 
Werthe der Unbekannten A, Aj, X^ sein, denn auch die bei- 
den Systeme Gleichungen (8) führen auf dieselbe kubische 
Gleichung zurück. 

Wollte man nach Feststellung der Werthe der Wurzeln 


«00 "" 

■^, 

«Ol 7 

«02 

«10 ; 

«11 ■ 

->l, 

«12 

«20 y 

«21; 

«22 

— A 
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der kubischen Gleichung z/ = 0, von welcher das Problem 
der Hauptaxeu abhängt ^ die Verhältnisse von a :b : c aus zwei 
von den Gleichungen (9) bestimmen ; so würde das zu einem 
unsymmetrischen Resultate führen. Wir werden deshalb die 
genannten Verhältnisse aus je zwei von den Gleichungen (9) 
feststellen ; um die Resultate in symmetrischer Weise zu be- 
nutzen. 

Wir führen zu dem genannten Zwecke die Bezeichnungen 
ein: 

^00 ■= ä^^ == («ti — ^) (Oji — ^) - aj, , 
Ai — 8^ = (**« — ^) («00 — *) — «20 > 

7) A 

^12 = ^21 = i(ä5^ + y«;;) = ^01^02 — («00 — ^^\^ ; 

^20 = 4)2 = i(äa,o "^ ^«^) "^ ^^*"*® ~ ^^** ~ ^^^'® ' 

-^01 = -^10 = i(^ + äs;;) = ^2o«2i — (»22 — -^)»oi • 

Alsdann erhalten wir aus (9) in der angedeuteten Weise : 

a : o i c = ^Qo i ^Q\ • ^02 9 
a :b : c = z/j,, : -^,j : z/,2 , 

Multipliciren wir die linken Theile dieser Gleichungen respec- 
tive mit a, 6, c, so erhalten wir durch Vergleichung mit ihren 
rechten Theilen nach Einführung eines zu bestimmenden 
Mulüplicators [i: 

(13) ft62 = z/,,, (ica=^^Q, 

^C^ = z/22 ; /*^^ = ^01* 
Der Multiplicator wird bestimmt durch die Gleichung: 

welche aus der Addition der drei ersten Gleichungen (13) her- 
vorgeht mit Berücksichtigung von (6). Der rechte Theil dieser 


c 
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Gleichung ist nichts anderes, als der negative, nach A genom- 
mene, Differentialquotient von z/. Man hat daher: 

Es lässt sich aber dieser Factor ft noch bequemer durch 
die drei Wurzeln der kubischen Gleichung z/ = ausdrückeii. 
Betrachten wir zu diesem Zwecke die Grösse A in dem Aus- 
drucke z/ als eine variable Grösse, so haben wir unter der 
Voraussetzung, dass Aq, A,, Aj die Wurzeln der kubischen 
Gleichung seien, identisch: 

- z/ = (A - A,) (A - A.) (A - A,), 
und daher: 

Setzen wir in dieser Gleichung A,^ für A , wodurch die beiden 
letzten Glieder der Gleichung verschwinden, und hierauf, 
indem wir zu der ursprünglichen Bedeutung von A, der Wur- 
zel der kubischen Gleichung, zurückkehren, A für Aq, so er- 
halten wir: 

(14)- jt = _|^ = (A-A,)(A-A,). 

Durch Multiplication zweier von den drei letzten Glei- 
chungen (13) und Division durch die dritte wird: 

■"12 ^80 -^0! 

woraus sich die gesuchten Werthe der Substitutions-Coefficieii- 
ten ergeben: 


a = l/^^ 


Ol 


(16) '-/tT^' 


/^ 


^«0 
-^01 


Die Vorzeichen dieser Quadrat -Wurzeln sind so zu be- 
stimmen, dass sie dem zweiten Systeme Gleichungen (6) oder 
dem zweiten Systeme Gleichungen (13) von drei Gleichungen 
genügen. Genügen die bestimmten Vorzeichen den genannten 
Gleichungen, so genügen ihnen die entgegengesetzten Vor- 
zeichen auch. 
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Die Substitutioiis-Coefficienten a, V, c oder a", 6", c" 
erhält man aus diesen Ausdrücken (l6), wenn man die Wur- 
zeln k und A) oder k und X^ der kubischen Gleichung mit 
einander vertauscht. 

Eine kubische Gleichung kann entweder drei reelle Wur- 
zeln oder eine reelle und zwei imaginäre Wurzeln haben. 
Hätte die kubische Gleichung z/ = 0, auf welche das Problem 
der Hauptaxen führt, zwei imaginäre Wurzeln, so würde für 
die Transformation der Oberflächen zweiter Ordnung auf die 
Hauptaxen in diesem Falle die geometrische Interpretation 
der Substitutionen (1) ihre Geltung verlieren. Es ist daher 
folgender Satz von grosser Bedeutung: 

Die kubische Gleichung ^ = 0, von welcher das 
Problem der Hauptaxen einer Oberfläche zweiter 
Ordnung abhängt, hat nur reelle Wurzeln. 

Gauchy giebt folgenden Beweis des augeführten Satzes, 
der sich in gleicher Weise ausdehnen lässt auf diejenige Glei- 
chung z/ = 0, auf welche unser, auf mehr als drei Variable 
erweitertes, algebraisches Problem zurückführen würde. Es 
ist dieses eine Gleichung, von welcher die Berechnung der 
secularen Störungen der Planeten abhängt. 

Wenn die kubische Gleichung ^ = eine Wurzel hätte 
von der Form: ^ = p + ff*, «o müsste dieselbe Gleichung 
auch eine Wurzel haben A| = j? — qi. Demnach würden die 
Grössen a, 6, c und a, 6', c die Form haben : 

a = P -\-Qi, a' = P —Qi, 

c = Pj + Qii, c' ^ P^ — Q.^L 

Da aber zwischen den Grössen a,hy c und a', 6', c die Glei- 
chung Statt findet: 

aa -\- iV -}- cc =0 , 

so hätte man: 

eine Gleichung, welche ausdrücken würde, dass die Summe 
der Quadrate von reellen Grössen gleich sei, was unmög- 
lich ist. 
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Das Bedenken, dass unter den Quadratwurzelzeichen der 
Ausdrücke (15) negative Grössen stehen könnten, wird be- 
seitiget, wenn man erwägt, dass diese Grössen ihrer Zu- 
sammensetzung nach dasselbe Vorzeichen haben und dass 

Setzt man in dem Ausdrucke ^ in (10) die Grösse l 
gleich 0, so geht derselbe in den Ausdruck i) (13) der drei- 
zehnten Vorlesung über, dessen Verschwinden die Bedingung 
ist, dass die Oberfläche zweiter Ordnung, um welche es sich 
handelt, keinen Mittelpunkt habe. Man kann daher sagen: 

Die Bedingung, dass eine Oberfläche zweiter 
Ordnung keinen Mittelpunkt habe, fällt zusammen 
mit der Bedingung, dass die kubische Gleichung, 
von welcher die Hauptaxen der Oberfläche abhän- 
gen, eine Wurzel gleich habe. 

Wie auch die Gleichung der gegebenen Oberfläche zwei- 
ter Ordnung beschaflfen sei, im Falle die Oberfläche einen 
Mittelpunkt hat, wird man sie durch Verlegung des Coordi- 
natenanfangspunktes in den Mittelpunkt auf die Form bringen 
können, in welcher die Glieder der ersten Ordnung fehlen. 
Durch Veränderung der Richtung der rechtwinkligen Coordi- 
natenaxen kann man sie zurückführen auf die Form: 

(16) Xx^ + X^f + A/^ + d = 0. 

Hat dagegen die Oberfläche zweiter Ordnung keinen Mittel- 
punkt, so kann man die Gleichung derselben durch Ver- 
änderung der Richtung der rechtwinkligen Coordinatenaxen 
zurückführen auf die Form: 

W, + M' + «^ + /32/ + y;s? -f d = 0, 

und durch nachträgliche Veränderung des Coordinatenanfangs- 
punktes auf die Form: 

(17) K^f -f- k^z^ -f arz; = 0, 

oder, wenn /, = ist, auf die Form: 
(18) ^2 + «^ + j3t/ = 0. 

Nach den Vorzeichen der in diesen Gleichungen enthal- 
tenen Constanten unterscheidet man die verschiedenen Ge- 
schlechter der Oberflächen zweiter Ordnung: 
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Das Ellipsoid: 

(19) 5+S+5-i=«- 

Das imaginäre Ellipsoid: 

(20) S+ff+5+i=o. 

Das Hyperboloid mit einer Mantelfläche: 

(21) S-^S- 5-1=0. 

Das Hyperboloid mit zwei Mantelflächen: 

(22) •. . S-S-5-l = 0. 

Der reelle Kegel: 

(23) S + C-5 = 0. 

Der imaginäre Kegel: 

(24) 5 + ^+5 = 0. 

Die Oberflächen zweiter Ordnung ohne Mittelpunkt unter- 
scheiden sich wie folgt: 

Das elliptische Paraboloid: 
(25) g + ^-«a; = 0. 

Das hyperbolische Paraboloid: 
(26) g_J_«a; = 0. 

Der parabolische Cylinder: 
(26)* z^ + ax + ßy = 0. 

Zu erwähnen ist noch der Fall, wenn. in den Gleichun- 
gen (21) und (22) der Coefficient -,- verschwindet. In diesem 

Falle stellen die genannten Gleichungen einen elliptischen 
Cylinder und einen hyperbolischen Cylinder dar. 

Die Namen dieser Oberflächen sind hergenommen von 
deu Kegelschnitten ; in welchen die auf den Hauptaxen senk- 
recht stehenden Ebenen die Oberflächen schneiden. Man muss 
diese Schnittcurven studiren, um eine Anschauung zu erhalten 


250 Neunzehnte Vorlesung. 

von den verschiedenen namentlich aufgeführten Oberflächen 
zweiter Ordnung. 

Man braucht die Gleichungen der Oberflächen zweiter 
Ordnung nicht auf diese Formen zurückführen, um die ver- 
schiedenen Geschlechter zu erkennen. Denn da die kubische 
Gleichung ^ = 0, von welcher die Hauptaxen der Oberfläche 
abhängen, nur reelle Wurzeln hat, so giebt die Entwicke- 
lung der kubischen Gleichung nach Potenzen der Unbekann- 
ten in ihr Aufschluss hierüber. 

Haben nämlich alle Glieder der kubischen Gleichung das- 
selbe Vorzeichen, oder haben die auf einander folgenden 
Glieder abwechselnde Vorzeichen, so ist die Oberfläche eines 
der beiden EUipsoide. Im anderen Falle ist die Oberfläche 
eines der beiden Hyperboloide. Kommt noch die in der vier- 
zehnten Vorlesung entwickelte Bedingung für den Kegel hinzu, 
so ist die Oberfläche in dem ersten Falle ein imaginärer Kegel, 
in dem zweiten Falle ein reeller Kegel. Haben die auf ein- 
ander folgenden Glieder der quadratischen Gleichung, auf 
welche die kubische Gleichung z/ = im Falle der Oberfläche 
ohne Mittelpunkt zurückführt, gleiche oder abwechselnde Vor- 
zeichen, so ist die Oberfläche ein elliptisches Paraboloid, in 
jedem anderen Falle ein hyperbolisches Paraboloid. Für deii. 
parabolischen Cylinder reducirt sich die kubische Gleichung 
^ == auf eine Gleichung des ersten Grades, indem zwei 
Wurzeln derselben verschwinden. 

So einfach auch die in (15) angegebenen Werthe der 
Substitutions-Coefficienten a, 6, c sind, so nehmen sie doch 
eine wenig übersichtliche Gestalt an, wenn man die Werthe 
(12) und (14) substituirt. Wir führen deshalb statt der 6 Con- 
stanten in der Function (p{Xy y, z) 6 neue Constanten ein, 
indem wir setzen : 


« 01 g i 
»12 


— Po 7 Po "oo — ''^o ; 


(27) -^ = ^l^ ^i*-«n = «., 

1*20 

^^ = ßi',. ß^ - <^n = «2 , 


Die drei ersten Ausdrücke können wir in der That gleich 
Quadraten setzen, weil dieselben ihrer Zusammensetzung nach 
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dasselbe Vorzeichen haben. Hätten sie sämmtlich das negative 
Vorzeichen, so müsste man in der Gleichung der Oberfläche 
alle Glieder mit — 1 multipliciren , um sie positiv zu machen. 
Durch Einführung dieser neuen Constanten in (15) nehmen 
jene Ausdrücke die einfachere Gestalt an: 

ßoB 


a = 
(28) 6 = 

c == 


ß.B 


wenn man setzt: 

(29) B:^y (i _ i,) (, ^ i,) 

Einen noch grosseren Vortheil erlangt man durch Ein- 
führung der sechs neuen Constanten in die kubische Gleichung 
^ = 0, v^relche dadurch folgende einfache Gestalt gewinnt: 

J 

= _/V . _J^ ^ _ PjL -1 = 0. 

Denn beachtet man den Wechsel des Vorzeichens des 
linken Theiles der Gleichung; wenn man X von + oo bis — c» 
abnehmen lässt^ indem man voraussetzt ^ dass: 

(31) «0 > «1 > «2 ; 

so sieht man, dass die Wurzeln der kubischen Gleichung 
zwischen den Grenzen liegen: 

die grosste Wurzel X zwischen + oo und — «j , 

(32) . . die mittlere Wurzel Aj zwischen — a^ und — a^ , 

die kleinste Wurzel Aj zwischen — «j und — a^. 

Diese Feststellung der Grenzen von Jacobi^ innerhalb 
welcher die Wurzeln der kubischen Gleichung -«i:/ = zu suchen 
sind, macht nicht allein den von Cauchy angegebenen Be- 
weis der Realität der Wurzeln überflüssig, sondern ermög- 
lichet auch ein tieferes Eingehen in einen Ausnahmefall , den 
wir bisher ganz unberücksichtiget gelassen haben. Wir haben 
den Fall im Äuge, wenn zwei Wurzeln X und Aj der kubi- 
schen Gleichung einander gleich sind. 
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• 

In diesem Falle wird der Ausdruck (29) für B unendlich 
gross, und mit ihm auch die Ausdrücke (28), welche aus der 
Auflösung der linearen Gleichungen (9) hervorgegangen sind. 

Ein solch unerwartetes Unendlichwerden der Werthe von 
Unbekannten in einem besonderen Falle pflegt ein Zeichen 
zu sein, dass die Werthe der Unbekannten aus Gleichungen 
berechnet worden sind, welche in dem besonderen Falle nicht 
unabhängig von einander sind, und sich daher zur Berech- 
nung der Unbekannten nicht eignen. Wir werden in dem 
vorliegenden Falle diesem Umstände näher nachzuforschen 
haben. 

Wenn die Wurzeln der kubischen Gleichung A und Aj 
einander gleich sind, so kann, wie aus der Bestimmung (32) 
der Grenzen der Wurzeln ersichtlich ist, die gleiche Wurzel 
nur den Werth haben — a^. Dieser Werth der Wurzel, in 
die kubische Gleichung (30) gesetzt, giebt: 

ß2^ («1 — «2) («0 — «2) = 0. 
Es ist daher mit Rücksicht auf (31): 

«2 = «1- 

Bemerkt man ferner, dass der in (30) dargestellte Ausdruck 
für z/ zwei gleiche Factoren X -{- a^ haben muss, so sieht 
man, dass auch: 

Die kubische Gleichung ^ = hat daher nur unter der 
Bedingung zwei gleiche Wurzeln, dass: 

und die gleiche Wurzel ist: 

(33) . . . . A = Aj = — ccq = — a, = — a.^. 

Denn wenn die zwei kleinsten Wurzeln der kubischen Glei- 
chung einander gleich sind , so kommt man mit Vertauschung 
der Wurzefn in gleicher Weise zu demselben Resultat. 

Setzt man nun, um für den Fall zweier gleichen Wur- 
zeln eine Einsicht zu gewinnen in die Natur der Gleichungen 
(9), aus welchen die Werthe der Substitutions-Coefficienten 
a, 6, c in (28) hervorgegangen sind, in die drei Gleichungen 
(9) der Reihe nach für A die gleichen Werthe: 
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«o> — «u — «2> 


so sieht man aus ihnen , mit Berücksichtigung der drei letzten 
Gleichungen (27), folgende drei Gleichungen hervorgehen: 

/Jo^a + «Ol ^ + «02^ = 0, 

«10« + /*!'& +«12^ = 0, 
«20« + «21 ^ 4" ßll^ °=^ ^* 

Diese drei Gleichungen kommen aber durch Substitution der 
Werthe von ß^, ß{^j ß^ aus (27) zurück auf die eine Gleichung: 

(34) ^4-^ + ^ = 0. 

Ebenso reducireu sich in dem vorliegenden Falle die drei 
ersten Gleichungen (8) auf die eine Gleichung: 

(35) ^ + |l+^ = 0. 

Die drei letzten Gleichungen (8) dagegen, welche der 
dritten ungleichen Wurzel A, entsprechen, lassen sich auf die 
im allgemeinen Falle angegebene Weise behandeln. Aus ihnen 
ergeben sich schliesslich die Werthe der Substitutions-Coef- 
ficienten a", 6", c", die man aus (28) durch Vertauschung von 
k mit Aj erhält, in der Form: 

«" = ^Ä; ft" = l^ß\ J ^" = i^ß2 
{pp) . . , . y y y 

a= — , 0= — , c = — • 

«it «fO «ül 

Wenn wir nun auch in dem Falle ungleicher Wurzeln 
der kubischen Gleichung die Verhältnisse der Substitutions- 
coefficienten a :b : c aus je zwei Gleichungen (7) und die Ver- 
hältnisse von a : V : c aus je zwei Gleichungen des ersten 
Systemes (8) berechnen konnten, so hört diese Berechnung 
doch auf in dem Falle, dass X ^ X^ in welchem das System 
Gleichungen (7) sich auf die eine Gleichung (34), und das 
erste System Gleichungen (8) sich auf die eine Gleichung (35) 
reducirt. Die Formeln (28), in welchen diese BerechnuDg 
in dem vorliegenden Falle erzwungen ist, müssen deshalb 
illusorisch werden. 

Wenn A = A, , so hat man zur Bestimmung der 6 Sub- 
stitutions-Coefficienten a, fc, c und a', 6', c nur 5 Gleichungen, 
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nämlich die Gleichungen (34) und (35) in Verbindung mit 
den drei Gleichungen: 

a* +6^ +c^ =1, 

(37) a 2 + 6'2 ^ c'2 = 1 , 

aa ^hV -\-cc' = 0, 

welchen 5 Gleichungen man auf unendlich viele Arten genü- 
gen kann. Die Substitutions-Coefficienten a', V\ c sind be- 
stimmt durch die Gleichungen (36) in Verbindung mit der 
Gleichung: 
(38) a"2 + 6"2 -j- c"2 = 1. 

Bei dieser Bestimmung geht aber die Function ^> {x, y, z) 
durch die Substitutionen (I) über in: 

und die Oberfläche zweiter Ordnung, um welche es sich han- 
delt, ist eine Rotations-Oberfläche. Denn führt man 
die Gleichung der Oberfläche durch Verlegung des rechtwink- 
ligen Coordinatensystemes auf eine der unter (19) bis (26)* 
angegebenen Formell zurück, so sieht man, dass jede Ebene, 
welche senkrecht steht auf der, der ungleichen Wurzel ent- 
sprechenden, Coordinatenaxe, die Oberfläche in einem Kreise 
schneidet, dessen Mittelpunkt in dieser Coordinatenaxe liegt. 
Es ist hiernach die Bedingung, dass eine durch ihre 
Gleichung in rechtwinkligen Punktcoordinaten gegebene Ober- 
fläche zweiter Ordnung eine Rotations-Oberfläche sei, folgende: 

(39) a^j = «j = «2- 

Wenn die kubische Gleichung ^ = drei gleiche Wur- 
zeln haben soll, so muss erstens die Bedingung (39) erfüllt 
werden, und da sich der durch (30) gegebene Ausdruck von 
A in drei gleiche Factoren zerlegen lassen muss, so folgt 
daraus noch die Bedingungsgleichung: 

welche in die drei Gleichungen zerfällt: 

/Jo = /Jl = ^2 = 0, 

oder, wenn man vermittelst (27) auf die ursprünglichen Con- 
stanten der Function q>{Xyy, is) zurückgeht: 

(40) aj2 == 0^20 "^^ ^01 "^^ ^' 


Hauptaxen-Transformation der Oberflächen zweiter Ordnung. 255 

Diese Gleichungen drücken aus, dass die Function g)(x,y,js) 
schon die Form habe, auf welche sie in dem allgemeinen 
Falle zurückzuführen ist. 

Die Gleichungen (39) und (40) sind die Bedingungen für 
die Kugel. 

Wenn man schliesslich an Stelle der 6 Constanten in die 
Function (p(jv, y, z) die neuen Gonstanten durch (27) einführt, 
so stellt sich dieselbe also dar: 

(41) 9 {x, y, z) = {ß^x + ß^y + ß^f — (a^x"^ + a^ + a^^). 

Hätte man diese Form der Function (p {Xy y, z) statt der Form 
(4) gleich am Anfange gewählt , so würde man mit über- 
raschender Einfachheit die Lösung des Problemes gefunden 
haben. Diese Lösung des Problemes der Hauptaxen der Ober- 
flächen zweiter Ordnung werden wir mit grosserer Ausführ- 
lichkeit in der zweiundzwanzigsten Vorlesung wieder aufneh- 
men^ nachdem wir zuvor als Einleitung dazu das leichtere 
Problem der Hauptaxen der Curven zweiter Ordnung in ana- 
loger Weise behandelt haben werden. 

Es sei noch erwähnt; dass das behandelte algebraische 
Problem sich als Maximums- oder Minimums -Aufgabe auf- 
fassen lässt: 

Die Werthe der Variabein zu bestimmen^ welche 
eine gegebene homogene Function fp{x, y, z) zu einem 
Maximum oder zu einem Minimum machen^ wenn 
zwischen den Variabein die Bedingungs-Gleichung 
^^ + y^ + ^^ — 1 = statt findet. 

Denn, wenn man nach den bekannten Regeln der DiflFeren- 
tialrechnung die, die Werthe der Variabein bestimmenden, 
Gleichungen aufstellt, so wird man finden, dass sie auf die 
behandelten Gleichungen hinauskonmien. 
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Zwanzigste Vorlesung. 

Transformation homogener Functionen 
zweiter Ordnung durch lineare homogene 

Substitutionen. 


Geometrische Probleme haben in den letzten Vorlesungen 
auf ein und dasselbe algebraische Problem geführt, der Trans- 
formation homogener Functionen der zweiten Ordnung durch 
lineare Substitutionen in die Summe der Quadrate der neuen 
Variäbeln. Wir werden gegenwärtig das algebraische Pro- 
blem wieder aufnehmen, indem wir die Zahl der Variabein 
unbeschränkt lassen. 

In dieser Absicht werden wir damit beginnen , Relationen 
zu entwickeln, welche zwischen den Coefficienten linearer 
Substitutionen und den Coefficienten in ihren Auflösungen auf- 
treten. Wir werden zweitens auf Eigenschaften linearer Sub- 
stitutionen aufmerksam machen, welche eine gegebene homo- 
gene Function der zweiten Ordnung transformiren in einen 
Ausdruck, der nur die Quadrate der neuen Variabein enthält. 
Wir werden drittens die linearen Substitutionen bestimmen, 
welche zwei gegebene homogene Functionen der zweiten Ord- 
nung auf die Quadrate der neuen Variabein zurückführen. 

Es stelle: 
(1) .... . X^ = aj a:, + af a:^ + a* x^ 

ein System von {n -j- 1) linearen Gleichungen vor, indem x 
die Werthe habe 0, l, . . , n. Durch Auflösung dieses Sy- 
stemes Gleichungen nach den (w + 1) Variabein x erhält man, 
wie man in (17) und (21) der siebenten Vorlesung gesehen 
hat, Gleichungen von derselben Form rücksichtlich der Varia- 
bein X: 
(2). *. = ^X„ + ciX, + e«X,. 

Mit diesen linearen Substitutionen bringen wir in Ver- 
bindung ein zweites System linearer Substitutionen von der 
Form : 

(3) 5^x = ^J 2/o + ^r 2/i + < Vny 
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aus welchen nach (22) und (18) der siebenten Vorlesung fol- 
gende Auflösungen hervorgehen: 

(4) y, = <ro + «i^i + «:y,- 

Zwischen den Coefficienten a und e in diesen Substitu- 
tionen müssen ; weil die einen die anderen bedingen ^ mannich- 
faltige Relationen Statt finden. Von diesen Relationen wer- 
den wir die gebräuchlichsten entwickeln. 

Setzt man die Ausdrücke (1) in (2) und (4) in (3) und 
vergleicht die Coefficienten gleicher Variabein, so erhält man: 

= ej a» + ej^ aj +..:.. c; aj, 

,„. X X I X X I X x' 

(5) 

1 = <«? + ^r«r+ <«:. 

Multiplicirt man die beiden Determinanten: 


(6) A = 




. . o* 


. . a 


«s, «r> 


••«: 


£ = 


<r 

6|, . 

••< 

^l 

^\7 ' 

••< 

««% 




mit einander und stellt das Product nach (31) der siebenten 
Vorlesung als eine Determinante dar, so erhält man mit Rück- 
sicht auf (5): 

1, 0, 0, . . .0 

^^_:0, 1, 0,...0 

0, 0, 0, ... 1 

eine Determinante, welche mit Rücksicht auf (14) der sieben- 
ten Vorlesung sich auf die Einheit reducirt, so dass man hat: 

(7) AE=1. 

Man hat ferner die Gleichung: 

(8) X^To + Xj Ti -f . . . XnYn = X^o + ^\y\ + • • • ^nVny 

welche durch die Substitutionen (1) und (3) oder (2) und (4) 
eine identische wird. Denn macht man die genannten Sub~ 
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stitutionen und vergleicht beide Seiten der Gleichung mit 
einander, so erhält man die Gleichungen (5). 

Diese Gleichung (8) bleibt auch eine durch die Substi- 
tutionen identische; wenn man sowohl ihre linke., als ihre 
rechte Seite zur mten Potenz erhebt. Hierdurch erhält man 
mit Anwendung des polynomischen Lehrsatzes: 

^ CTI a (^» ^«)"° (^' ^')'" • • • (^- ^»)"" 
^ao**! • • • Äj, 

wenn man der Kürze wegen setzt: 

.^. n(m) = 1 . 2 . . . . w 

und annimmt, dass «q, ct^ . . . a„ alle gleichen und ungleichen 
Zahlen 0, 1 , 2 , . . m bedeuten, deren Summe ist: 

(10) «Q + «1 + . . . . a„ = m. 

Mit Unterdrückung des Factors TUm) in jedem Gliede 
der genannten Gleichung und Aenderung der Factorenfolge 
lässt sich dieselbe bequemer so darstellen: 

j^ 77 -^0 -^1 • • • -A-n • J- -*• 1 • • • -*• » 

(^llj ... 

— ^ 77 a?o ÄJi ' * • Xn 'Vo yi • • • • yi 




• • • »f« • 


In der Entwickelung des Productes: 

yTfx "-vir 

nach den Variabein Y werden wir, indem wir annehmen, 
dass ßoy ßi"- ßn gegebene Zahlen seien aus der Reihe 1 . . . t^, 
deren Summe ebenfalls gleich m ist, den Goefficienten des 
Productes : 

bezeichnen mit: 

Ebenso werden wir in der Entwickelung des Productes: 
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nach den Variabein X den Coefficienten des Produetes: 

Ol II 

bezeichnen mit: 

wodurch die Grossen Aa^a,... a^ als Functionen derSubstitutious- 
coefficienten a und die Grössen J?«^«,...«, als gleichartige 
Functionen der Substitutionscoefficienten e definirt sind. 

Denkt man sich nun die Gleichung (11) nach Potenzen 
und Producten der Variabein Y entwickelt, so wird der Coef- 

ficient des Produetes 1^" Tf* . . . T^" in dem linken Theile 

vi n 

der Gleichung sein: 

Um den entsprechenden Coefficienten in dem rechten 
Theile der Gleichung (11) zu erhalten, wird man in dersel- 
ben für das Product yj» yj« . . . yj« nur zu setzen haben C«^ a, . . . «^ 

-4«^a,...a„, wodurch man erhält: 

^ ^a^ «1 • . • «n • **^0 1 • • n • 

Da aber die genannten beiden Coefficienten in der Glei- 
chung (11) einander gleich sein müssen, so hat man: 

In gleicher Weise erhält man aus (11) durch Entwicke- 
lung nach den Variabein X: 

Po /*!••. P« 

Man kann hiernach die vorausgeschickte Definition der 
Grössen A und E aufgeben und sie als Entwickelungscoef- 
ficienten in den Gleichungen (12) und (13) definiren, wobei 
es sich wieder herausstellt, dass die einen aus den anderen 
hervorgehen durch die Vertauschung der Buchstaben a und e. 

Behält man aber die erste Definition der Grössen A und E 
bei, entwickelt die Gleichung (12) nach Potenzen und Pro- 
ducten der Variabein X und setzt in der Entwickelung die 

17* 
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Coefficienten des Productes Xf Xf . . . Zf « auf beiden Seiten 
der Gleichung einander gleich, so erhält man: 

(14) . . . -7TZ-Z J~ ^^ ^ ^«b «i . . . a„ • -^«o «1 . . . «n • -^Oo «i . . . a„> 
*^Po Pi • • • Pn 

welche Gleichung man auch erhalten haben würde, wenn.man 
die Gleichung (11) nach den Variabein X und Y entwickelt 

und die Coefficienten des Productes X^^Xf ... X^« . Y{'Y{' ... Ff« 

auf beiden Seiten der Gleichung einander gleich gesetzt hätte. 
Dieses Resultat drücken wir kurz so aus: 

(15) . . . Wenn die ganz willkürlich gebildeten Sub- 
stitutionen (1) den Ausdruck: 

1 »_ 

^ßo fii • • • ßn 

transformiren in (12), und wenn die von (1) abhän- 
gigen Substitutionen (3) den Ausdruck: 

1 * 


^ßo ßi" 'ßn 

transformiren in (13), so findet unter der Bezeich- 
nung (9) zwischen den Entwickelungscoefficienten 
Ä und E die Gleichung (14) Statt. 

Wenn die Substitutionscoefficienten a den ihnen entspre- 
chenden Substitutionscoefficienten e gleich werden, und es 
giebt solche Substitutionen, wie wir im nächsten Abschnitte 
unserer Vorlesung zeigen werden, so werden auch die Ent- 
wickelungscoefficienten A und E einander gleich, und die Glei- 
chung (14) geht dann über in: 

1 2 

(lo) . . . 77— — = 2; Loq «!...«„• -o.«^ a, . . . o„ . 
^Po pi ' ' ' Pn 

Es ist diese Gleichung (16) oflFenbar eine Erweiterung 
der Gleichung (33) in der achtzehnten Vorlesung und darum 
die Gleichung (14) auch. In speciellen Fällen tritt dieses 
noch auffallender hervor. 

Setzt man nämlich w = 2, m = 2, ßQ= 0, /5, = ß^ = 1, 
so erhält man durch Entwickelung von (12): 
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(17) -^200 — ^0 % 9 -^020 — ^1 ^1 ; -^002 — »2 ^2 ; 

woraus die entsprechenden Grossen E hervorgehen^ wenn 
man den Buchstaben a in c verwandelt. Auf Grund von (14) 
hat man nun die mit (43) in der achtzehnten Vorlesung cor- 
respondirende Gleichung: 

(18) ... 1 = 2(^.200^200 + -^20-^020 + -^002-^002) 

+ -^11-^011 + -^JOl-^101 + -^110-^llü* 

Setzen wir n = 2, w = 3 und /J^ =s /J, = /Jj = 1, so er- 
halten wir aus der Gleichung (12): 

•^300 ="= ^ü ^0 ^0 ? ' -^30 ^^ ^1 ^1 ^1 > -^03 ^^ ^2 ^2 ^2 ) 

^120 = Vöi^«i' + «o^^i'ai® + V«i*^«i 

^102 = W V + «o'«2^«2® + V«2®»3 
Al2 = «I®a2* V + »1* VV + «1^02® «3 

4210 = öti®ao*«o^ + «l*«W + ö|^V«0^ 
^201 = a2^«o^ V + <^2^%^< + W^O 

^lll=V«t*V + «0^«1^^2*+^0^^I^«2® + «0^«l®V + W«2* 

+ a^2a,'a2% 

woraus wieder die entsprechenden Grossen iJ hervorgehen, 
wenn man den Buchstaben a in 6 verwandelt, und die Glei- 
chung (14) geht über in die mit (47) der achtzehnten Vor- 
lesung correspondirende Gleichung: 

1 =s 6|-43qq£30q + -4(,3(^(,30 -(- -4^03-0003 }► -|- A^^^E^^^ 


(19) 


/ • • ' r-A,2o-E,2o + -4l02-^!02 "r" 4)12-^012 

-^210-^210 "r -4201-^201 I -^021-^021 


+ 2 


{: 


} 


Man wird bereits bemerkt haben, dass dieser erste Theil 
der gegenwartigen Vorlesung nichts weiter bezweckt , als eine 
Ausdehnung der in der achtzehnten Vorlesung vorgetragenen 
^^ormeln und Lehrsätze. Es bleibt darum noch übrig, eine 
Grieichung oder einen Satz zu entwickeln, welche als Verall- 
g-emeinerung der Gleichung (39) oder des Satzes (40) in jener 
Vorlesung zu betrachten sind. Da wir jedoch von dieser Ent- 
wickelang keinen weiteren Gebrauch machen werden, so 
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wollen wir uns damit begnügen, den Weg anzugeben, auf 
dem man das Verlangte erreicht. 

Nimmt man zu diesem Zwecke an, dass 6„, &, . . . 6„ ge- 
gebene Zahlen seien aus der Reihe 0, 1 . . . li, deren Summe 
gleich nij wie die Zahlen jS^, /3, . . . j3„, jedoch irgend ver- 
schieden von den letzteren, entwickelt die Gleichung (12) nach 
Potenzen und Producten .der Variabein X und setzt in der 

Entwickelung die Coefficienten des Productes Xj'' X^' . . . X*'* 

auf beiden Seiten der Gleichung einander gleich, so wird der 
Coefficient in dem linken Theile der Gleichung gleich und 
man erhält dadurch die Erweiterung der Gleichung (39) aus 
der achtzehnten Vorlesung für beliebige lineare Substitutionen. 
Eine ähnliche Gleichung würde man aus (13) erhalten, wenn 
man diese Gleichung nach Potenzen und Producten der Va- 
riabein Y entwickelte und die Coefficienten des Productes 

r*° rj\... r*'» auf beiden Seiten der Gleichung gleichsetzte. 

Ein besonderes Gewicht legen wir nur auf den Satz (15), 
von dem wir noch in dieser Vorlesung Gebrauch machen 
werden und auf dessen Specialisirung in (34) der achtzehnten 
Vorlesung, auf welche wir bei Gelegenheit der Rotations- 
flächen zweiter Ordnung und der Kreisschnitte der Oberflächen 
zweiter Ordnung zurückkommen werden. 


Die Substitutionen (1) waren bisher ganz willkürliche, 
denn die Substitutionscoefficienten a konnten irgend welche 
Werthe haben. Die Substitutionscoefficienten e in den auf- 
gelösten Gleichungen (2) waren durch sie bestimmt. Man kann 
aber auch die Substitutionscoefficienten e in (2) als die will- 
kürlichen betrachten und die Substitutionscoefficienten a als 
bestimmte Functionen der ersteren. 

Diese Willkürlichkeit werden wir fortan beschränken, in- 
dem wir festsetzen, dass die Substitutionen (2) eine beliebig 
gegebene homogene Function /"(^o; ^i^ • • • ^n) der zweiten 
Ordnung transformiren in die Form : 
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Dass die (n + 1)^ Substitutionscoefficieuten e sich wirk- 
lich so bestimmen lassen, dass durch Einsetzung der Werthe 
von Xq, a?,, . . . Xn aus (2) die Gleichung (21) eine identische 
wird, ist leicht ersichtlich. Denn setzt man nach der Sub- 
stitution die Coefficienten der Potenzen und Producte gleicher 
Variabein* auf beiden Seiten der Gleichung einander gleich, 

so erhält man nur o Bedingungsgleichungen zwi- 

schen den (n +1) (w + 2) unbekannten Grossen e und (i, 
wodurch diese Grossen liicht bestimmt sind. Man kann daher 
unendlich viele Substitutionen (2) bilden , welche der gemach- 
ten Forderung genügen , selbst wenn man die (n -f- 1) Grössen 
ft als gegebene betrachtet. 

Dieselben "^ \ ~ -- Bedingungsgleichungen in einer 

anderen Form erhält man auch^ wenn man die Substitutionen 
(1) in (21) macht und die Coefficienten der Potenzen und 
Producte gleicher Variabein auf beiden Seiten der Gleichung 
einander gleich setzt. Denn in diesem Falle wird die Glei- 
chung (21) eine identische in Rücksicht auf die Variabein x, 
wie dieselbe Gleichung durch die Substitutionen (2) eine iden- 
tische Gleichung wurde in Rücksicht auf die Variabein X. 

Denkt man sich nun diese Gleichung (21) durch die Sub- 
stitutionen (1) zu einer identischen gemacht und differentiirt 
nach Xtty so erhält man: 

(22) ^f{x^) = «xVo^o + axVjX, + . . . . a^^'iinXn, 

eine Gleichung, welche, da x die Werthe hat 0, 1, 2 . . n, 
ein ganzes System von (n + 1) Gleichungen repräsentirt. 

Diese Gleichungen sind als eine Folge der Substitutionen 
(1) oder (2) zu betrachten, welche die Eigenschaft haben, 
die Transformation (21) zu vollführen, und umgekehrt sind 
auch die Gleichungen (1) oder (2) eine Folge dieser Gleichun- 
gen. An Stelle der Relationen (1) oder (2) zwischen den 
Variabein x und X, welche die Gleichung (21) zu einer iden- 
tischen machen, kann man daher auch die Gleichungen (22) 
nehmen. 

Die Gleichungen (22) gehen über in (4) , wenn man die 
Vertauschungen macht: 

^f(Xn) mit yx und ^^Xx mit F«, 
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und die Substitutionen (4) gehen dadurch über in (22). Da 
aber die Gleichungen (22) nichts anderes sind, als die umge- 
stalteten Substitutionen (]), so kann man sagen, dass durch 
die angegebenen Vertauschungen die Substitutionen (1) und 
(4), also auch (2) und (3) in einander übergehen. 

Alle, bisher aufgestellten Gleichungen sind uniüittelbare 
Folgen aus den Substitutionen. Man wird daher in allen 
jenen Gleichungen die angegebenen Vertauschungen machen 
können; sie müssen jedoch gleichzeitig erfolgen. 

Die erste von diesen Vertauschungen besteht darin, dass 
man setzt: 

Löset man das durch diese Gleichung repräsentirte System 
Gleichungen auf, so erhält man nach (28) der siebenten Vor- 
lesung, indem die unbekannte 2xx sich als der DifiFerential- 
quotient einer bestimmten homogenen Function -F(yo; Vv" Vn) 
der zweiten Ordnung der reciproken Function von f(xQ,x^, ...ir„), 
darstellt, Gleichungen von der Form: 

a;« = ii?"(y,). 

Es ist hiernach gleichbedeutend', ob man setzt: 

ifi^x) = tfx oder x^ = ^F^y^). 

Wir können daher sagen, dass es erlaubt sei, in allen 
unseren Gleichungen folgende Vertauschungen zu 
machen: 

(23) ifCa;,) = y, oder ^F'(y^) = a;, , und jt, X, = F«. 

Macht man diese Yertauschungen in der so dargestellten 
Gleichung (21): 

so erhält man: 

(24) ... F(y„ y„ . . . y,) = ^ + ^ + . . . ^. 

Dieses Resultat geben wir als einen Lehrsatz wieder, wie 
folgt: 

(25) .... -Wenn die Substitutionen (1) und (2) die 
homogene Function f(xQ, Xiy , . . Xn) der zweiten Ord- 
nung transformiren in: 
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SO transformiren die Substitutionen (3) und (4) die 
reciproke Function F^y^, y^, • • • y») ^^* 

Eine ganz besondere Beachtung verdient der Fall, wenn 
die gegebene Function ist: ({x^, x^y..,Xr^=x^'\-x^^-{-. ..Xj? 
und zugleich ^^ = ^, ^ , . . ^ ^^ = 1. Denn unter dieser 
Voraussetzung nimmt die Gleichung (22) die Gestalt an: 

Vergleicht man letztere mit den Substitutionen (2), so sieht 
man^ dass: 

X II 

Diese Bemerkung drücken wir als Satz aus: 

(26) . . . Wenn die Substitutionen: 

x^ = aJ^X^ + an^X^ + . . . an'^Xn, 
die Function x^ + ^i^ + • • • ^n* transformiren in: 

•^0 i '^i i • • • '^» ™^ -^0 i "^1 I • ' • -^» ; 

so sind die Auflösungen der Substitutionen fol- 
gende: 

JLjt = (Iq Xq "j- Öj X^ -j- . . • dn Xn» 

In diesem Falle unterscheiden sich die Substitutionen (1)," 
(2) von (3), (4) nur durch die Bezeichnung der Variabein 
uDxl, wenn das letztere zutrifft^ kann man die Gleichung (8) 
übergehen lassen in: 

^ Xo^ + Zj^ + . . . Xn^ = V + ^l' + • • • ^n', 

indem man Xm = Yu und Xx = tfx setzt. Daher kann man 
den Satz auch umkehren, wie folgt: 

(27) . . . Wenn die Substitutionen: 

Xh = a^^X^ -f a,r^ Zi + . . . a„**X» 
aufgelöset von der Form sind: 

-Ax = (Iq Xq -|- Äj X^ -j— . . . Un Xn y 
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SO machen sie die Gleichung; 

zu einer identischen Gleichung. 

Die Coefficienten in den Substitutionen (1), (2), welche 
die Transformation (21) bewirken, haben, wenn n = 3 ist, 
eine bestimmte geometrische Bedeutung, auf welche wir hier 
aufinerksam machen wollen. 

Macht man nämlich die Substitutionen (2) in (21) und 
vergleicht beide Seiten der Gleichung, so erhält man: 

Vf (^0^) + ^i^r(^t') + . . . e/fXe,^) = 0. 

Diese Gleichung sagt aus, dass 6o'';^i^>^-/? ^3^ ^^^ ^oS ^i*> ^2*> ^s^ 
die homogenen Coordinaten eines Polenpaares sind rücksicht- 
lich einer Oberfläche zweiter Ordnung, welche, durch homo- 
gene Punktcoordinaten Xq, x^, x^, a^j analytisch ausgedrückt, 
sich also darstellt: 

/ C^o> ^\y ^21 ^3) ^^ ^* 

Es sind daher die 16 Coefficienten e in den Substitutionen 
(2) die Coordinaten eines Systemes harmonischer Pole der ge- 
nannten Oberfläche. 

In gleicher Art erweisen sich aus (24) die 16 Substitu- 
tionscoefficienten a in (4) als die homogenen Coordinaten 
eines Systemes harmonischer Polarebenen einer Oberfläche 
zweiter Ordnung, welche, durch Ebenencoordinaten y^, j/,, y^y Vz 
g-usgedrückt^, sich so darstellt: 

^{yoyyxyVi, y3) = o. 

Die genannten beiden Oberflächen zweiter Ordnung er- 
weisen sich aber nach der doppelten Darstellungsweise der 
Oberfläche zweiter Ordnung durch Punktcoordinaten oder durch 
Ebenencoordinaten als eine und dieselbe Oberfläche, und aus 
der geometrischen Deutung der Gleichungen (5) im Falle t* = 3 
entnehmen wir den Beweis, dass das System harmonischer 
Polarebenen gerade das System von vier Ebenen ist, welche 
je drei harmonische Pole aus dem genannten Systeme har- 
monischer Pole der Oberfläche verbinden. 
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Da die (w -|- 1)' Coefficienten in den Substitutionen (1) 
oder (2), welche den Ausdruck (21) transformiren, noch eine 
grosse Willkürlichkeit zulassen^ so werden wir fortan anneh- 
men, dass diese Substitutionen zwei gegebene homogene 
Functionen zweiter Ordnung ({x^y x^,...Xn) und fp {Xqj Xi, ... Xn) 
transformiren in: * 

/2g\ / C^^O; X^y . . . Xn) = ^0-^0 I f*l-^l + • • • l^n^n y 

q){XQ, Xiy...Xn) = VqXq^ + ViXi^ + . . . V„X„2. 

Man überzeugt sich leicht, dass diese Annahme nichts 
Unmögliches enthält. Denn, macht man in (28) die Substi- 
tutionen (2) und vergleicht beide Seiten der Gleichungen, so 
erhält man (w + 1) (w + 2) Bedingungsgleichungen zwischen 
den (n -j- 1)^ zu bestimmenden Substitutionscoefficienten e und 
den 2 (w -|- 1) ferneren Unbekannten fi und v. Man hat also 
(«-f"l) Unbekannte mehr, als Bedingungsgleichungen. Daraus 
ist ersichtlich, dass von den (n -\- 1) (n + 3) Unbekannten 
(n -f- 1) beliebige Werthe annehmen können, während die 
übrigen durch sie bestimmt sind. Welchen (n -{- 1) Unbe- 
kannten beliebige Werthe zuertheilt werden können, und wie 
die Werthe der übrigen sich daraus bestimmen lassen, werden 
wir zum Schlüsse der Untersuchung auseinandersetzen. Gegen- 
wärtig werden wir weitere Folgerungen aus unserer Annahme 
ziehen. 

Wenn wir die zweite Gleichung (28) als eine durch die 
Substitutionen (1) identische Gleichung betrachten und nach 
Xx diflferentüren, so erhalten wir: 

eine Gleichung, welche in (4) übergeht, und welche wieder 
aus (4) hervorgeht, wenn man die Vertauschungen macht: 

^q>\Xx) mit y^ und v,Xx mit Y^. 

Durch diese Vertauschungen gehen die Substitionen (1) 
und (4) in einander über, gerade so, wie dieses auch durch 
die Vertauschungen (23) geschah. Da aber alle bis dahin 
aufgestellten Gleichungen Folgen sind der Substitutionen (1) 
bis (4), welche den Gleichungen (28) identisch genügen, und 
diese Gleichungen selbst als Folgen aus den so definirten 
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Substitutionen 2u betrachten sind, so kann man in allen bisher 
aufgestellten Gleichungen diese Vertauschungen machen. 
Die erste Vertauschung geschieht, indem man setzt: 

r 

Durch Auflosung dieses Systqmes Gleichungen nach den Varia- 
bein X erhält man, wenn man mit ^(^o; J^i; • • • J/n) die reci- 
proke Function von g>(xQ, Xi, . . . Xn) bezeichnet: 

Xx = i^'(j/x)- 
Es ist daher gleichbedeutend, ob man setzt: 

^q)\xn) == yx oder Xx = i^'(y*)- 

Hiernach ist es erlaubt, in allen unseren Gleichun- 
gen folgende Vertauschungen zu machen: 

(29) ig)Xxx) = tfx oder ia>'(y,r) = Xx, und Vx Xx = Yx. 

Macht man diese Vertauschungen in der zweiten so dar- 
gestellten Gleichung (28): 

so erhält man die Gleichung: 

(30)... 0(y„y„...y,) = ^ + ^ + ...^. 

Die Bedingungen dieser Gleichung (30) und der Gleichung 
(24) fassen wir in dem folgenden Satze zusammen: 

(31) . . . • Wenn die Substitutionen (1) und (2) die 
homogenen Functionen f{xQ, x^,.,.Xn) und g>{xQ,Xi^. . .rCn) 
der zweiten Ordnung transformiren in: 

f(Xo, Xiy . . .Xn) = (IoXq^ + ll^X^^ + . • . f*«XnS 

9(a?o, x^, . . . Xn) = VqXq^ + v^X^^ + . . . v„X„2, 

so transformiren die Substitutionen (3) und (4) diere- 
ciproken FunctionenF(yo, J/j,... Vn) und a>(yo, tfu ... yn) in : 

Wir haben in dem Vorhergehenden zwei Hülfsmittel ge- 
schaffen, um aus einer beliebigen Gleichung, die durch die 
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Substitutionen (1) bis (4)^ welche die Transformationen (28) 
bewirken; eine identische wird; neue Gleichungen abzuleiten, 
nämlich diß Vertauschungen (23) oder (29). Da die auf diese 
Weise abgeleiteten Gleichungen wieder durch die Substitu- 
tionen identische Gleichungen werden ; so sind wir in der 
LagC; die vorhandenen Gleichungen in das Unbegrenzte zu 
vervielfältigen. 

Macht man zum Beispiel in der Gleichung (30) die Ver- 
tauschungen (23) und in der Gleichung (24) die Vertauschun- 
gen (29); und setzt der Kürze wegen: 

(32) ^^l., 

so erhält man mit Einführung der neuen Bezeichnungen fj^ \ 
und fp-\\ 

(33) "" ^O^O^O* + f^l ^^l' + • • • V'nln^n^j 

EKese Gleichungen beweisen den Satz: 

(34) .... Wenn die Substitutionen (1) und (2) die 
homogenen Functionen zweiter Ordnung /'(a?Q,a:j,...a:„) 
und g>(ar<,; rC|; . . . a;„) transformiren in die Form: 

f{x^y a:, ; . . . a;^) = y^^X^ -f ^^X^ + . • • f «X„S 

SO transformiren dieselben Substitutionen die ho- 
mogenen Functionen zweiter Ordnung: 

*(irK), ifc^.), • • • irM = /+! und 

^(iv'(«o)> i9>'(^i)> • • • iv'C««)) = y-i in: 
A-i = H K ^ü + Pi ^ ^1* + f*. ^ ^»S - 

9-1= "or ^0* + »'i T ^1* + • • • • »'»r ■^»*- 

Dieser Satz ist die Quelle zur Herleitung einer unbegrenz- 
ten Zahl ähnlicher Gleichungen; welche durch die Substitu- 
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tionen (1) und (2) zu identischen Gleichungen werden. Denn 
wir haben vier homogene Functionen /*, g)y /4-1, g)l_i der zwei- 
ten Ordnung; von welchen je zwei den Bedingungen des 
Satzes genügen. Es lassen sich demnach aus je zwei dersel- 
ben zwei neue homogene Functionen zweiter Ordnung her- 
leiten, die durch die Substitutionen (2) nur auf die Quadrate 
der neuen Variabein X zurückführen. Diese neuen Functio- 
nen genügen aber wieder den Bedingungen des Satzes und 
können zur Herleitung neuer homogener Functionen zweiter 
Ordnung von gleicher Eigenschaft dienen. 

Auf diese Weise sehen wir aus den beiden gegebenen 
Functionen (28), f und g?, andere homogene Functionen zwei- 
ter Ordnung, fp und g?^, von den Variabein x hervorgehen, 
welche durch die Substitutionen (2) die Gestalt erhalten: 

(35) ^^ = /^O^O^^o' + Z^l^^^l' + . . . ilnln^Xn", 

WO p irgend eine positive oder negative ganze Zahl bedeutet. 
Alle diese Functionen sind rational in Rücksicht auf die Coef- 
ficienten in den gegebenen beiden Functionen jT und g), aus 
welchen sie hervorgegangen sind. 

Durch die Vertauschungen (23) und (29) gehen aus den 
homogenen Functionen (35) die homogenen Functionen Fp 
und 0p der zweiten Ordnung rücksichtlich dex Variabein y 
hervor, die durch die Substitutionen (4) die Gestalt erhalten: 


(36) 


V 2 Vi "V 2 

^P = ^0* 4^ + «1^ ^ + . • • ««^ 


Vq ' ^ Vi ' vn 

und welche ebenfalls rational aus den Coefficienten der se- 
gebenen Functionen f und (p zusammengesetzt sind. 

Um noch andere merkwürdige Relationen herzuleiten^ dif- 
ferentiiren wir, indem wir uns die vorhergehenden Gleichun- 
gen durch die Substitutionen (1) und (3) zu identischen Glei- 
chungen gemacht denken, die erste Gleichung (35) nach x^ 
und die erste Gleichung (36) nach j/x, wodurch wir erhalten: 

(37) ^f;{x^) = a^Vo^o^^o + «xViZi^X, + . . . a^^^inln^Xn. 

(38) ii^;(2/.)= ./^ To + ..t i^ r, + . . . elf r„. 

f*0 /*! ^ f*» 
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Wir bilden ferner die Determinante [a] vom (n -|- l)ten 
Grade rücksichtlich der Yariabeln x: 


(39) ... [a] = 


irca^o), ir(«,), ... irw 


Durch Einsetzen der Werthe (37) der Componenten zer- 
fällt diese Determinante nach (31) der siebenten Vorlesung 
in das Product zweier Determinanten, von welchen die eine 
unter (6) mit Ä bezeichnet worden ist. Der andere Factor 
ist die Determinante: 

f^O^O ^^ f^l^l -^l; • • • t^n^H -^n 


Aber diese Determinante ist nach (29) der siebenten Vor- 
lesung wieder das Product zweier Factoren , von welchen der 
eine Factor ist: 

f*o ^1 • • • f*» ^0 -^1 • • • ^« 

und der andere Factor die Determinante L: 

L» Z 7 

% j »i ; • • • •'•I 

»1 ; • • • *» 


i = 


7 1 


7 « 


Z •> 7 «» 

•'1 ; • • • •'n 

Erinnert man sich der Bildungsweise der Determinante L 
zu Anfang der siebenten Vorlesung aus der Entwickelung des 
Products der Differenzen: 

(?1 — Iq) (?2 — Iq) * • • Qn — In—l) 

und bemerkt, dass in der Determinante L die oberen Indices 
der Grossen Üq; ^i^ • • • ^» ^^^^ wirkliche Exponenten bedeuten, 
so sieht man, dass jene Determinante eben jenem Producte 
gleich ist, weshalb man hat : 

(40)... i = (?i-g(?2^g...(z„-Zn-i). 

Hiernach ist: 

(41) ... [a] = (Iq(Ii . . . ^nX^X^ , . . Xn . ä . L, 
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Bildet man in gleicher Weise die Determinante [e]: 


(42)... [c] = 


und setzt die Werthe (38) der Gomponenten ein, so erhält 
man nach analogen Beductionen: 

(43) 


[e] == Y„¥,...Yn ,;eL. 


t*0 f*! • • • H'^ 

Setzt man endlich /um abzukürzen: 

(44) M=IIqH^ . . . (Iny 

so kann mali die Gleichungen (41) und (43) so darstellen: 

(45) M.A.J. 

TT -y TT ^ • L^J 

-tß j: j . . . ^n — 'ETL 

Diese Producte der Variabein X und der Variabein T 
begegneten uns schon in dem Anfange unserer Vorlesung, 
der von beliebigen linearen Substitutionen handelte, und zwar 
in den Gleichungen (12) und (13), wenn /3q =^ /3j = . . . j3„ = 1. 
Da das Allgemeine auch zutreffen muss in einem speciellen 
Falle, nämlich dem hier vorliegenden, wenn die Substitutio- 
nen (1) — (4) die Gleichungen (28) zu identischen Gleichungen 
machen, so ergeben sich daraus die Gleichungen: 


(46) . . . 


2JÄ 


Oo ttj 


-n^^l''-K^=M^Z:L' 


2:Ea,a,...a^y^^yt^>^^rrr 


M. [e] 


E.L 


Entwickeln wir nun die in (39) und (42) definirten Deter- 
minanten [a] und [e] nach den Variabein x und y, wie folgt: 


(47) . . . . 


und setzen diese Entwickelungeu in (46) ein, so ergiebt die 
Gleichstellung der Coefficienten gleicher Producte der Variabein 
auf beiden Seiten der Gleichungen die sehr bemerkenswerthen 
Relationen : 
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(48) -"--^ 


E . Ea 


Ju., €ao a|...a,| 


Die linken Theile dieser Gleichungen sind nämlich ganze 
Functionen der Substitutionscoefficienten a oder e, die rech- 
ten Theile sind; abgesehen von den beiden Grossen M und L, 
deren Bedeutung in dem nächsten Abschnitte zu Tage treten 
wird , rationale Functionen der Coefficienten in den durch die 
Substitutionen zu transformirenden Functionen f und (p. 

Multipliciren wir nun die Gleichungen (48) mit einander , 
unter Berücksichtigung, dass nach (7) AE = l ist und setzen 
das Product in die Gleichung (14) ein , in welcher ß^^ßi = . . • 
ßn = l sein soll, so erhalten wir: 

Es ist hiermit die noch ausführlicher zu definirende Grösse 
U dargestellt als die Summe von Producten gleichartiger 
Pactoren a und c, welche sind rationale Functionen der Coef- 
ficienten in den gegebenen Functionen f und q>. Die Grossen 
G sind nämlich nur ganze positive Zahlen. 


Nachdem wir in den vorausgegangenen Sätzen und Glei- 
chungen mannichfaltige Eigenschaften der Substitutionen (1) 
bis (4), welche die Transformationen (28) bewirke^n, darge- 
legt haben ; so bleibt noch übrig, diese Substitutionen selbst 
zu bestimmen und die Werihe der Coefficienten (i und v in 
den transformirten Ausdrücken (28) festzustellen. 

Ein Weg zur Losung dieser Aufgabe ist bereits am An- 
fange der Untersuchung angedeutet worden. Macht man näm- 
lich in (28) die Substitutionen (2) , so erhält man durch Ver- 
gleichung beider Seiten der Gleichungen (w + 1) (w -|- 2) 
Gleichungen zwischen den (w -|- 1) (w + 3) zu bestimmenden 
Unbekannten. Diese Gleichungen hätte man weiter zu be- 
handeln. 

Ein zweites, dem angegebenen äquivalentes, System Glei- 
chungen zwischen einer gleichen Zahl von Unbekannten erhält 

HsgBB, analyt. Oeometr. d. Baumes. 2. Anfl. 18 
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mau; wenn man in (28) die Substitutionen (1) macht und 
beide Seiten der Gleichung mit einander vergleicht. 

In beiden Fällen sieht man, dass die Zahl der Unbekann- 
ten um (n -f- 1) grösser ist , als die Zahl der Gleichungen 
zwischen den Unbekannten. Daher müssen (n + 1) von den 
Unbekannten willkürlich bleiben und die übrigen sich durch 
diese ausdrücken lassen. 

Versucht man das eine System von Gleichungen auf das 
andere äquivalente zurückzuführen, so ergiebt sich daraus 
eine dritte Behandlung der Aufgabe, welche sich durch grosse 
Einfachheit für die Darstellung empfiehlt, und der wir deshalb 
hier den Vorzug geben. 

Betrachtet man die Gleichungen (28) als identische durch 
die Substitutionen (1) und differentiirt nach Xx^ so erhalt mau: 

^(p{xi) = alv^X^ + ö^i^i ^1 + aJt/„X„, 

Gleichungen, welche, gleich wie die Gleichungen (28), aus den 
Substitutionen folgen. 

Die Substitutionen werden erfüllt, wenn man: 



für: Aq, ij, . . . Ax, . . . X» 

und zugleich 

setzt: 0, 0, . . . 1, . . . 
xur : cCn , oc* , • . . • oCfi 


setzt: cj, ej, . . . . ej. 


Die angegebenen beiden Gleichungen müssen dadurch auch 
erfüllt werden, weshalb man hat: 

ig)'(ej) = aji/x. 
Eliminirt man aj aus diesen Gleichungen, so erhält man, 
mit Rücksicht auf die Bezeichnung (32): ^ = lj^\ 

(50) r{^)-ln^\el) = 0. 

Aus dieser Gleichung geht, wenn man für A setzt 0, 1, 
2, . . n ein ganzes System von (n + 1) Gleichungen hervor 
zwischen den (n -f- 2) Unbekannten : 
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Dieses System von (n + 1) Gleichungen ist linear und 
homogen in Rücksicht auf die letzten (n -\- 1) Unbekannten. 
Eliminirt man dieselben ^ so erhält man eine Gleichung zi=0 
vom (n + l)ten Grade in Rücksicht auf die eine Unbe- 
kannte Ix. 

Um diese Gleichung ^ = darzustellen ^ bedarf es der 
Eenntniss der beiden zu transformirenden Functionen fxmd q>. 
Wir werden deshalb annehmen ^ dass: 

In dieser Voraussetzung stellt sich die Gleichung zi = 
so dar: 


(52) . . . 


■»1» 


= 0. 


Die Wurzeln dieser Gleichung sind gerade die zu bestim- 
menden Grossen l^, l^ . . .In- 

Hat man dieselben bestimmt, so ist aus der Gleichung 
(32), (ijt = lxVx, ersichtiich, dass den (w -j- 1) Grössen (i oder 
V beliebige Werthe zuertheilt werden können. Wir werden 
annehmen, dass die ersteren sammtlich der Einheit gleich 
seien. Alsdann haben wir auf Grund von (44) und (32): 

(53) ... 1 = ^^j = ^^ = . . . ^„ = Jlf; Vm = -f-. 

tx 

Die (w + 1) Grössen v in der zweiten transformirten 
Function (28) sind also als die reciproken Wurzeln der Glei- 
chung z/ = bestimmt. 

Setzt man die Wurzeln Ix der Gleichung z/ = in das 
System Gleichungen (50) ein, so lassen sich daraus die Ver- 
hältnisse der Substitutionscoefficienten e^^", e^" • - - ^n^ in linea- 
rer Weise berechnen. Zur Feststellung ihrer wirklichen Werthe 
bedarf es noch einer Gleichung, die wir aus der ersten Glei- 
chung (28) erhalten, wenn wir für die Variabein X und x 
diejenigen Werthe setzen, welche wir schon zur Ableitung 
der Gleichung (50) verwendet haben. Wir erhalten nämlich, 
da ^x = 1 ist, die gesuchte Gleichung: 

18* 
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(54) /"(co«, ei'... en') = 1. 

Wir können hiermit das behandelte Problem der Trans- 
formation zweier gegebenen homogenen Functionen der zweiten 
Ordnung, /"und g?, durch lineare Substitutionen in die Summe 
von Quadraten neuer Variabein als gelöset betrachten. Das- 
selbe wurde zurückgeführt auf die Auflösung einer Gleichung 
(52), z:/ == 0, von einem Grade, der gleich ist der Zahl der 
Variabein in den beiden gegebeneu Functionen. Es wurde 
dabei bemerkt, dass es erlaubt sei, die Coefficienten \i be- 
liebig anzunehmen und darum auch sämmtlich der Einheit 
gleich zu setzen, und dass dann die Coefficienten v die reci- 
proken Wurzeln der Gleichung z:/ = werden. Die Kennt- 
niss der Wurzeln dieser Gleichung vorausgesetzt, ergaben sich 
hierauf die Verhältnisse gewisser Substitutionscoefficienten e 
in den Substitutionen (1) bis (4) durch Auflösung linearer 
Gleichungen (50), und ihre wahren Werthe aus den Gleichun- 
gen (54), so dass alle Substitutionscoefficienten e bekannt 
wurden. Die Substitutionscoefficienten a ergeben sich endlich 
aus den Auflösungen der Substitutionen mit den Coefficien- 
ten e. 

Wenn man nun die Auflösung linearer Gleichungen (50) 
und auch" die Quadratwurzelbestimmung durch (54) zur Fest- 
stellung der Werthe der Substitutionscoefficienten e für Nichts 
erachtet, so verlangt das behandelte Problem nur die Auf- 
lösung der Gleichung z:/ = 0. Auf die Natur dieser Gleichung 
wollen wir näher eingehen. 

Es ist bekannt, dass eine jede rationale symmetrische 
Function der Wurzeln einer algebraischen Gleichung sich durch 
die Coefficienten in der Gleichung rational ausdrücken lässt. 
Das in (40) dargestellte Produkt L ist eine alternirende Func- 
tion der Wurzeln der Gleichung z/ = , und darum I? eine 
symmetrische Function. Letztere lässt sich also rational durch 
die Coefficienten in der Gleichung z/ = ausdrücken, und, 
da die genannten Coefficienten wiederum rationale Ausdrücke 
der Coefficienten in den beiden gegebenen Functionen f und 
ip sind, so lässt sich I? auch rational ausdrücken durch die 
Coefficienten in den Functionen f und ^>, 

Die Gleichung (49) ist eben dieser Ausdruck. Denn die 
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Grössen a und e in ihr sind nach (47) nichts anderes, als die Ent- 
wickelungscoefficienten der in (39) und (42) definirten Deter- 
minanten [a] und [e\ und die Grössen G nach (9) ganze Zahlen. 

Die Substitutionscoefficienten a und e sind in dem Vor- 
hergehenden als unsymmetrische Functionen der Wurzeln der 
Gleichung ^ = bestimmt worden. Die linken Theile der 
Gleichungen (48), die nach (6), (12) und (13) nur aus den 
genannten Subßtitutionscoeffieienten zusammengesetzt sind, 
sind auch unsymmetrische Fimctionen der Wurzeln der Glei- 
chung z:/ = 0. Multipliciren wir sie jedoch mit der alter- 
nirenden Function L, so lassen sich die Produkte, wie die 
Gleichungen (48) beweisen, da Jf = 1 ist, durch die Coef- 
ficiente^i in den gegebenen Functionen f und 9? rational aus- 
drücken. Diese Gleichungen (48) bilden in dem Falle ß^ = 
/5, = . . . /S» = 1 überdies die Vermittelung zwischen den Glei- 
chungen (14) und (49). Denn es geht eine jede dadurch in 
die andere über. 

Um die Bedeutung unserer allgemeinen Entwickelungen 
noch anschaulicher zu machen und uns zugleich der vorher- 
gehenden Vorlesung wieder zu nähern, wollen wir den speciel- 
len Fall betrachten, wenn die zu transformirende Function f 
die Summe der Quadrate der Variabein x ist. 

Nach dem Satze (26) sind in diesem Falle die Substitu- 
tionscoefficienten a den gleichbezeichneten Substitutionscoef- 
ficienten e gleich, und die Substitutionen (1) und (3) sind dem- 
nach nur verschieden durch die Bezeichnung der Variabein, 
sowie die Substitutionen (2) und (4). Wenn aber die Varia- 
bein X und Y, gleich wie die Variabein x und «/, gleiche Be- 
deutung haben, so werden auch in (12) und (13) die Ent- 
wickelungscoefficienten A und E einander gleich und nach (48), 
da M=l ist, die Entwickelungscoefficienten a und e der 
Determinanten [d\ und [e] in (47). 

Eichten wir nun unser Augenmerk auf die Gleichung (52), 
^ = 0, von welcher das specielle Problem abhängt, so sehen 
wir, dass, im Falle w = 2, dieselbe übergeht in die Gleichimg 

^==Oder vorhergehenden Vorlesung, wenn wir setzen ü = y 

Die dort angegebene Eigenschaft der Gleichung theilt diese 
Gleichung mit ihr. 
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Die Gleichung z/ = 0, von welcher das speciali- 
sirte Problem abhängt^ hat nur reelle Wurzeln. 

Der Beweis dieses Satzes von Gauchy ist in der vorher- 
gehenden Vorlesung bereits angedeutet worden. 

Da die Coefficienten a den ihnen entsprechenden Coeffi- 
cienten e gleich sind; so stellt sich in (49) die symmetrische 
Function L^ der Wurzeln der Gleichung ^ = als die Summe 
von Quadraten dar. 

Die Bedingung; dass zwei Wurzeln der Gleichung ^ = 
gleich seien, ist allerdings nur eine Gleichung, L^ = 0, aber 
man ersieht aus der Gleichung (49), wie aus dieser einen Glei- 
chung unter der Voraussetzung reeller Coefficienten in der 
Function q> gleich mehrere Bedingungsgleichungen zwischen 
den Coefficienten entspringen. Von letzteren sind einige die 
Folgen von den sonderen. Darum hat man auch weniger Be- 
dingungsgleichungen für die Gleichheit zweier Wurzeln, als 
die Gleichung (49) Quadrate in ihrem rechten Theile enthält. 

Die nothwendigen Bedingungen für die Gleichheit zweier 
Wurzeln zu bezeichnen, und daraus die anderen Bedingungs- 
gleichungen abzuleiten, empfiehlt sich hiemach als eine interes- 
sante Aufgabe. 

Zum Schlüsse der Vorlesung müssen wir noch hervor- 
heben, dass unsere Transformation zweier gegebenen Func- 
tionen zweiter Ordnung in die Summe von Quadraten der 
neuen Variabein, wie die Gleichungen (28) es anzeigen, auf 
der Ungleichheit der Wurzeln der in (52) dargestellten Glei- 
chimg d = beruht. Denn , wenn zwei Wurzeln dieser 
Gleichung gleich werden, so lassen sich nicht mehr die ge- 
gebenen Functionen als die Summen von Quadraten -neuer 
Variabein darstellen. Sie lassen sich aber doch wieder als 
die Summen von Quadraten neuer Variabein darstellen, wenn 
gewisse Bedingungen zwischen den Coefficienten in den ge- 
gebenen Functionen hinzutreten. Das Ausführliche darüber 
findet man in Weierstrass Abhandlungen in den Monats- 
berichten der Akademie der Wissenschaften zu Berlin 1858, 
p. 207 und 1868 p. 310. 


Lineare Transformation der homogenen Fmictionen 2. 0. 279 

Die vorstehende Vorlesung bildet ein zusammenhängendes Ganze. 
Sie ist entstanden in dem Wunsche, die eleganten algebraischen Ent- 
deckungen von Jacobi, Kummer und Borchardt in der Bichtung 
des Hauptaxenproblemes der Oberflächen zweiter Ordnung wie aus einem 
Gusse dem Zuhörer oder Leser vorzuführen. 

Von dem grossen Werthe der genannten Entdeckungen kann man 
sich jedoch keine rechte Vorstellung machen, wenn man nur sieht, wie 
ohne Schwierigkeit das Folgende aus dem Vorhergehenden hervorgeht. 

Wir gehen darum auf die Geschichte des, in der vorstehenden Vor- 
lesung behandelten, Problemes näher ein. 

Wenn wir uns vorstellen, dass das Probleme der Hauptaxen einer 
Oberfläche zweiter Ordnung algebraisch aufge£Eisst war, etwa wie in 
der neunzehnten Vorlesung, so lag der Gedanke nahe, das Problem 
auszudehnen auf die Transformation irgend zweier homogenen Functio- 
nen zweiter Ordnung von beliebig vielen Variabeln. Jacobi hat die- 
sen Gedanken ausgeführt in seiner, oftdtirten, Abhandlung: De binis 
quibuslibet functiowibiis . . CreUe's Journal Bd. 12. p. 1 , indem er das 
Problem auf die Auflösung der Gleichung (52), J^O, zurückführte. 

Aber es galt noch in dem Problem der Hauptaxen selbst eine alge- 
braische Schwierigkeit zu überwinden, welche darin bestand, einzusehen, 
wie die eine Bedingimg der Gleichheit zweier Wurzeln der Gleichung 
z:/=» 0, von welcher das Problem abhängt, sich in die zwei Bedin- 
gungen (39) der neunzehnten Vorlesung zerspaltet. 

Die gleiche Schwierigkeit in dem Probleme der Hauptaxen eines 
Kegelschnittes hatte, wie wir in der späteren Vorlesung über die Ro- 
tationsflächen zweiter Ordnung zeigen werden, darin ihre Auflösung 
gefunden, dass sich die eine Bedingung der Gleichheit der Wurzeln in- 
der Gleichung, von welcher das Problem abhängt, leicht als die ver- 
schwindende Summe zweier Quadrate darstellen Hess. Darum , so schloss 
Kummer, werde sich auch die eine Bedingung der Gleichheit zweier 
Wurzeln der kubischen Gleichung ^ ^ als die verschwindende Summe 
von Quadraten darstellen lassen. 

Mit üeberwindung unsäglicher Schwierigkeiten gelang es Kummer, 
die eine Bedingung der Gleichheit zweier Wurzeln der Gleichung J = 
als die verschwindende Summe von 10 oder auch von 7 Quadraten in 
seiner unvergesslichen Abhandlang „Bemerkungen über die kubische 
Gleichung . . . Crelle's Journal Bd. 26, p. 268" darzustellen. 

Auf die Kumme raschen Quadrate näher einzugehen, wird uns die 
spätere Vorlesung über die Botationsoberflächen zweiter Ordnung Ge- 
legenheit geben. Hier ist es die Gleichung (49), aus welcher Kum- 
mer's Entwickelung als ein ganz specieller Fall hervorgeht. 

Da aber der Weg der Erflndung nur in sehr seltenen Fällen sich 
als der Weg der Darstellung und demnach als der Weg der Fortent- 
wickelung empfiehlt, so untersuchte Jacobi in seiner Abhandlung 
„Sulla condizione . . . CreUe's Journal Bd. 30, p. 46." die Kummer'- 
schen Quadrate jedes für sich, und fand, dass ihre Wurzeln sich mit 
einem, für alle gleichbleibenden, Factor multiplicirt, als Entwickelungs- 
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coef&cienten darstellen lassen. Ausführlicher werden Jacobi's Ent- 
deckungen in der Vorlesung über Rotationsoberflächen zweiter Ordnung 
vorgeführt werden. In der vorstehenden Vorlesung sind es die Glei- 
chungen (48), welche seine Ideen erweitert wiedergeben. 

Wenn eine der beiden gegebenen Functionen f und qp von beliebig 
vielen Variabein die Summe der Quadrate der Variabein ist, so hat, 
wie nachgewiesen wurde, die Gleichung J = nur reelle Wurzeln. 

Durch Determinanten -Bildung gelang es endlich Borchardt, die 
Bedingung der Gleichheit zweier Wurzeln dieser Gleichung als die ver- 
schwindende Summe von Quadraten darzustellen. Seine unter dem 
Titel: „Neue Eigenschaften derjenigen Gleichung ... in Crelle's Jour- 
nal Bd. 30. p. 38" veröffentlichte Entwickelung ist aus der obigen Glei- 
chung (49) abzunehmen. Dieselbe bildet das Schlussglied einer zusam- 
menhängenden Kette von Problemen, deren elegante Lösungen wohl ge- 
eignet sind, lebhaffcs Interesse zu erregen. 


Einundzwanzigste Vorlesung. 

Das Problem der Hauptaxen der Curven zweiter 
Ordnung. Confocale Kegelschnitte und ellip- 
tische Coordinaten in der Ebene. 


Das Problem der Hauptaxen einer Curve zweitei* Ord- 
nung in der Ebene ^ algebraisch aufgefasst^ besteht darin: 

Die linearen Substitutionen zu bestimmen, wel- 
che die Gleichungen: 

(1) x' + y^=X'+ Y^, 

(2) q>(x,y) = X,X^ + X,Y^ 

zu identischen Gleichungen machen, wenn ffix^y) 
eine gegebene homogen« Function der zweiten Ord- 
nung ist Yon den Variabein x und y. 

*Wir werden, indem wir die Losung dieses Problemes be- 
absichtigen, annehmen, dass die Function q){Xy y) die Form 
habe: 
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(3) . . . q>(x, y) = (ß^x + ß^yY - (a^x^ + a^), 

auf welche Form sich die gegebene Function leicht zurück- 
führen lässt. 

Die Substitutionen, welche die Transformation (1) und 
(2) bewirken, mit ihren Auflösungen seien: 

x = a^X + a'Y, X^a^'x + ^y, 
^ ) ' ' ' ' y = iox + VY, Y=ax + Vy. 

Dass die Auflösungen der Substitutionen gerade die angege- 
bene Form haben, geht hervor aus der DiflPerentiation der durch 
die Substitutionen identischen Gleichung (1) nach X und Y. 

Um nun die vier Coefficienten in den Substitutionen (4) 
zu bestimmen, werden wir die Grössen B^ und JB, einführen 
durch folgende lineare Gleichungen, deren Auflösungen wir 
zugleich beifügen: 

/J, = 6»£„ + b'B, , 5, = a% + b'ßi. 

Mit Hülfe dieser Gleichungen gehen aus der identischen Glei- 
chung (2) durch Differentiation folgende Gleichungen hervor: 

(6) «0 + ^0 ' «1 + ^ 

Denn differentiirt man die genannte Gleichung nach x und 
setzt X = 1, F = und zugleich x = a^^ y = h^^ welches 
letztere durch die Substitutionen (4) geboten ist, so erhält 
man mit Bücksicht auf (5) die erste Gleichung (6) u. s. w. 

Auf diese Weise haben wir die vier zu bestimmenden 
Substitutions- Coefficienten ausgedrückt durch die vier neuen 
Unbekannten Aq, Aj, jBq, jB,, deren Werthe noch festzustel- 
len sind. 

Multipliciren wir zu diesem Zwecke die Horizontal-Glei- 
chungen (6) mit /S^ und ß^ und addiren, oder multipliciren wir 
die Vertical-Gleichungen (6) mit Bq und JB, und addiren, so 
erhalten wir: 
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Po I Pl ___ -I -"O I -"l ____ i 

* «0 + ^1 «1 + ^1 ' «1 + ^0 ' «1 + ^[ 

Die beiden ersten Gleichungen, von welchen jede nur eine 
Unbekannte Xq oder A^ enthält, dienen zum Beweise, dass 
diese Unbekannten die Wurzeln sind der folgenden quadra- 
tischen Gleichung in A, die beiden anderen, dass a^ und ai 
die Wurzeln sind der quadratischen Gleichung in a: 

/Q\ Po* I Pl' 1 -^0* I ■^1* 1 

W • • • • efo + A "^ «1 + A — -^^ a + Xo "T" a + ;i, ~'^- 

Durch die erste von diesen Gleichungen sind also die beiden 
Unbekannten Aq und Aj als Wurzeln der Gleichung bestimmt. 
Um auch die Werthe der beiden anderen Unbekannten Sq 
und B^ festzustellen, bemerken wir, dass identisch ist: 

(«+A„)(«+A,)-5.^(«+A,)-5i^(a+A,)=(a-«o)(«-«i)- 

Setzt man in diesen Gleichungen für A entweder — «q oder 
— «1 und für a entweder — A^ oder — A| , so erhält man : 

02 («0 + h) («0 + ^i) 752 («0 + ^0) («I + ^0) . 

(\(y\ ^0 — «1 *o — *i 

ß^ =z ("1 + ^0^ ("< + ^<) B'^ = ("0 + ^*) ^^< + ^«^ . 

Die beiden letzten von diesen Gleichungen geben die Werthe 
der beiden letzten Unbekannten Bq und B^, 

Dass die Werthe der Substitutions-Coefficienten in (6) 
reelle sind, ersieht .man erstens aus der quadratischen Glei- 
chung (8), deren grösste Wurzel A^ zwischen 00 und — «^ 
liegt, und deren kleinste Wurzel Aj zwischen — cjfj und — a^j 
liegt, wenn a^ > a^; zweitens aus den in (10) gegebenen 
Werthen Bq^ und B^^, welche hiernach positiv sind. 

Wenn man die vorangegangenen Formeln überblickt, so 
fällt der Dualismus derselben in die Augen. Dieser Dualis- 
mus lässt sich auf Grund der folgenden Betrachtungen zu 
einem Princip machen. 
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Multiplicirt man die beiden ersten Gleichungen (5) mit 
X mid y und addirt^ so erhält man mit Rücksicht auf (4): 

(11) ß,x + ß,y = B,X + B,T, 

wodurch die Gleichung (2): 

(12) ...(ßoX^ ß,yy - (a,x^ + a,f) = X,X^ + X,Y^ 
übergeht in: 

(13) {B,X + B,Tf- (AoZ2 + X,Y^) = a,a^ + a.y^ 

Wenn demnach die Substitutionen (4) die Gleichungen 
(1) und (12) zu identischen Gleichungen machen^ so machen 
auch die Auflosungen dieser Substitutionen die Gleichungen 

(1) und (13) zu identischen Gleichungen und umgekehrt. 
Daraus ergiebt sich nun folgende Regel zur Herleitung neuer 
Formeln : 

Es ist erlaubt^ in allen Formeln, die aus den 
Substitutionen (4); welche die Gleichungen (1) und 

(2) zu identischen Gleichungen machen, hervor- 
gehen; folgende gleichzeitige Yertauschungen zu 
machen: 

(14) .... '^ ^' *' «o; «o /*©; ß\} K ö 

„ X, Y, Xq, Aj, BofB^y a\ h^. 

Hiernach genügt es, ein System Formeln wirklich zu ent- 
wickeln, weil ein zweites System nach dieser Regel von selbst 
folgt. 

Zieht man die Gleichung (1), nachdem man sie mit einem 
Factor X multiplicirt hat, von (12) ab, so erhält man: 

Diese Gleichung, an die Stelle der Gleichung (2) gesetzt, 
lässt erkennen, dasses freisteht, in allen zur Lösung 
des Problemes entwickelten Formeln, zu verändern: 

/Jg\ }J ^0> ^1? ^0? ^17 

„ in «0 + ^; «1 + ^; K~^y A, — -^. 

Durch diese Aenderungen werden die Grossen B^ und B^ 
nicht geändert. Es bilden daher auch die Formeln keine Aus- 
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nähme von der Regel, in welche die durch die Gleichungen 
(5) definirten Grössen Bq und B^ eingehen. 

Um ein drittes Princip zur Herleitung neuer Formeln zu 
entwickeln, werden wir die reciproke Function 0(m, v) der ge- 
gebenen Function . 9? (a;, y) feststellen dadurch, dass wir nach 
Vorschrift von (25) der siebenten Vorlesung setzen: u=^fp\x), 
V = ^q)\y). Die Auflösungen sind dann nach (27) folgende: 
x==^^\u)f y = \0\v) und die reciproke Function selbst 
wird : 0{Uj v) = ^ fuO\xi) + vO\v)} . 

Die Ausführung der, durch die Zeichensprache angedeu- 
teten, analytischen Operationen zur Bestimmung der reciproken 
Function giebt: 

(17,.., *(^.)-i(&„+t.y-g+i;), 

wenn man der Kürze wegen setzt: 

(18) a = ^ + ^-l. 

Die Substitutionen (4) entsprechen den Substitutionen (2) 
und (1) in der zwanzigsten Vorlesung, und zwar in dem Falle, 
in welchem der dort aufgeführte Satz (26) gilt. Da aber 
unter der Voraussetzung dieses Satzes die Substitutionen (1) 
und (2) in der genannten Vorlesung sich von den darauf fol- 
genden (3) und (4) nur durch die Bezeichnung der Variabein 
unterscheiden, so hat man auf Grund des Satzes (25) in jener 
Vorlesung die, durch unsere Substitutionen (4) identische 
Gleichung : 

Da man diese Gleichung an Stelle der Gleichung (2) des 
Problems nehmen kann, so sieht man, dass es erlaubt ist, 
in allen unseren Formeln folgende, gleichzeitige, 
Vertauschungen eintreten zu lassen: 

,or\\ ^y rOf P\} ^0? ^\} K} ^1? ^0; -^19 

«0 «1 «0 "1 *0 *1 *0 ^1 

Di^ angegebenen Veränderungen der Grössen B^ und Bj.er- 
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geben sich aus den Werthen (6) der Substitutions-Coefficien- 
ten, welche durch die vorangegangenen Veränderungen keine 
Aenderung erfahren dürfen. 

Macht man in der Gleichung (19) die Veränderungen (16) 
und bemerkt, dass b durch diese Veränderung übergeht in: 

(21) ^=iÄl + d-i-l. 

SO erhält man: 

eine Gleichung, welche, wie die vorhergehende (19), durch die 
Substitutionen (4), welche die Transformationen (1) und (2) 
bewirken, ebenfalls zu einer identischen Gleichung wird, wel- 
chen Werth auch A habe. 

Ein System eleganter Formeln, dienlich zu weiteren Trans- 
formationen, ergiebt sich aus dem Vorhergehenden auf fol- 
gende Art: 

Macht man die Auflosungen der Substitutionen (4) durch 
die Substitutionen zu identischen Gleichungen und vergleicht 
die CoefGcienten gleicher Variabein, so erhält man: 

Durch Einsetzen der Werthe (6) der Substitutions-Coefficien- 
ten gehen diese Gleichungen über in: 


C«o + ^)* ' («1 + io)* Bo^ 

(OQ\ Po* I Pl' J_ , 

^ ^ («0 + ii)« "^ («1 + ii)' ~ i5,« ' 

Po' , gl' _ 

(«0 + lo) («0 + li) "^ («, + lo) (cci+lt) 

Macht man in den beiden ersten Gleichungen (7) die 
Aenderungen (20) und hierauf die Aenderung (16), so erhält 
man : 

Po' I ß,^ ^ E 

(24) ^""^ + ^»^ ("• + ^) "^ («1 + ^o) («1 + 1) lo-l' 

Po' ^ Pi' _ E 


(«0 + A|) («0 + ^) ^ («1 + i, ) («1 + A) Ai - ^ 

Differentiirt man diese in X identischen Gleichungen und setzt 
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hierauf für A entweder Xq oder Aj , so erhält man mit Rück- 
sicht auf (23) und (7) : 

ßo' , ßi' L , 

^ ^ ßo' ^ ßi' _ 1 


Wenn man die Grössen Bq und JBj als Functionen von 
"o; ^u ^o; ^1 betrachtet, wie sie durch (10) ausgedrückt sind, 
und die Logarithmen dieser Ausdrücke partiell differentiirt 
nach Aq und -X^ , so erhält man : 

Bq dlo «0 + ^0 «1 + ^0 h — h' 

Aehnliche «Ausdrücke gehen aus der so dargestellten ersten 
Gleichung (9): 

hervor, wenn man diese in A identische Gleichung zweimal 
nach A differentiirt, und nach der Differentiation für A setzt 
entweder k^ oder A^, nämlich: 

Po* I ft' L/_L_j__J__ I L__\, 

(Ofo + W' "^ («1 + ^o)» ^o' l«0 + ^0 "^ «. + ^0 "^ ii - ^ / 

Po' . ft' .^jL/ ^ + ^ +— ^V 

K+ W' ^ («i + ^i)-' -Bi' lao + Ai ^ «,+ ^i ^ ^0- ii/ 

Der Vergleich dieser beiden Gleichungen mit den beiden 
vorher abgeleiteten Gleichungen ergiebt endlich: 

Po' I Pi' _ 2 dB^ 

r26) ^""o + ^°^' ^"* + ^°^' ^°' ^^« ' 


P 


. Pi' _ 2 a^t. 

8 1 /^^._L1\8 RS flJ. 


(«O + ^l)»^ («l + ^l)» J?l' ^^1 


In gleicher Weise, als das behandelte algebraische Pro- 
blem geometrisch aufgefasst werden kann, kann man auch 
einzelnen von den entwickelten Formeln eine geometrische 
Bedeutung unterlegen. 
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Betrachten wir zu diesem Zwecke ß^ und ß^ als die varia- 
beln rechtwinkligen Coordinaten eines Punktes in der Ebene, 
so stellt die erste Gleichung (8) einen auf seine Hauptaxen 
bezogenen Kegelschnitt dar, und, wenn man in jener Glei- 
chung A yariiren lässt, ein ganzes System Kegelschnitte mit 
denselben Brennpunkten, weshalb sie confocale Kegel- 
schnitte genannt werden« Betrachten wir dagegen /S^ und 
ß^ als die rechtwinkligen Coordinaten eines beliebig gegebe- 
nen Punktes in der Ebene, so liefern die beiden ersten Glei- 
chungen (7) den Beweis, dass durch jeden beliebig gegebenen 
Punkt in der Ebene nur zwei, mit einem gegebenen Kegel- 
schnitt confocale, Kegelschnitte hindurchgehen. Aber auch 
über die Natur dieser Kegelschnitte können wir uns Gewiss- 
heit verschaffen, nachdem wir in dem Vorhergehenden die 
Grenzen der Wurzeln Xq und X^ festgestellt haben. Da näm- 
lich beide Nenner in der ersten Gleichung (7) positiv, in der 
zweiten der erste Nenner positiv, der andere negativ sind, so 
muss der eine Kegelschnitt eine Ellipse, der andere eine 
Hyperbel sein. 

Errichtet man in dem beliebig gegebenen Punkte, durch 
welchen die beiden confocalen Kegelschnitte gehen , Normalen 
an die beiden Kegelschnitte, so verhalten sich die Cosinus der 
Winkel, welche die Normale der Ellipse mit den Coordinaten- 
axen bildet wie: 

ßo . ßi , 

«0 + ^0 ' «i + ^0 

und für die Hyperbel hat man: 

ßo . ßi . 


«0 + ^1 ' «1 + ^1 

Die dritte Gleichung (23) dient zum Beweise, dass diese 
Normalen auf einander senkrecht stehen, oder, was dasselbe 
sagt^ dass die beiden confocalen Kegelschnitte sich senkrecht 
schneiden. Diese Bemerkungen fassen wir kurz zusammen, 
wie folgt: 

Confocale Kegelschnitte derselben Art schnei- 
den sich nicht in reellen Punkten. Confocale Kegel- 
schnitte verschiedener Art schneiden sich immer 
in reellen Punkten senkrecht. I» jedem Punkte der 
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Ebene schneiden sich zwei, zu einem in der Ebene 
gegebenen Kegelschnitte, confocale Kegelschnitte 
senkrecht. ^ 

JMan erhält aus der Gleichung des Tangentenkegels einer 
Oberfläche zweiter Ordnung (20), der vierzehnten Vorlesung, 
die Gleichung des Tangentenpaares an den Kegelschnitt, in 
welchem die Oberfläche von einer der Coordinatenebenen ge- 
schnitten wird, wenn man die auf dieser Ebene senkrechten 
Coordinaten gleich setzt. Bildet man nach dieser Vorschrift 
die Gleichung des Tangentenpaares, welches von einem, durch 
seine Coordinaten /Sq, /S, gegebenen, Punkte an den, durch 
die erste Gleichung (8) gegebenen, Kegelschnitt gelegt ist, 
so erhält man: 

Mit Unterdrückung aller Glieder niederer Ordnung geht 
hieraus die Gleichung hervor: 

des vom Coordinatenanfangspunkte ausgehenden, dem Tan- 
gentenpaare parallelen Linienpaares. Die Hauptaxen dieses 
Linienpaares, d^ sind diejenigen geraden Linien, welche die 
Winkel des Linienpaares halbiren, sind durch unsere Substi- 
tutionen (4) schon bestimmt, denn sie transformiren nach 
(22) auch den linken Theil der letzten Gleichung in die Qua- 
drate der Variabein. 

Da aber unsere Substitutionen unabhängig von der Grosse 
l bestimmt waren, so werden alle jene Linienpaare, welchen 
Werth auch A annehme, dieselben Hauptaxen haben. 

Uebertragen wir nun die an den genannten Linienpaaren 
gemachte Bemerkung auf die Tangentenpaare (27) , von wel- 
chen wir besonders diejenigen hervorheben, welche an die 
confocalen Kegelschnitte gelegt sind, welche durch den ge- 
gebenen Punkt gehen, so haben wir den Satz: 

Die Winkel,' welche das von einem gegebenen 
Punkte an einen Kegelschnitt gelegte Tangenten- 
paar bildet, werden halbirt von den beiden, durch 
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den gegebenen Punkt gelegten^ zu dem gegebenen 
Kegelschnitte confocalen, Kegelschnitten. 

Wenn ein Punkt in der Ebene durch, seine rechtwink- 
ligen Ooordinaten ß^y ß^ bestimmt ist, so ist derselbe auch 
bestimmt als Schnittpunkt der beiden , mit einem gegebenen 
Kegelschnitte (8) confocalen, Kegelschnitte , welche durch ihn 
gehen. Es schneiden sich zwar die beiden confocalen Kegel- 
schnitte in Tier, gegen die Coordinatenaxen symmetrisch ge- 
legenen, Punkten; allein mit passender Beschränkung, zum 
Beispiel; dass der Punkt nur liegen soll innerhalb des von 
den positiven Coordinatenaxen eingeschlossenen Winkels, wird 
der Punkt durch die beiden , durch ihn gehenden, confocalen 
Kegelschnitte unzweideutig bestimmt sein. Man kann daher 
die beiden confocalen Kegelschnitte als die den Punkt be- 
stimmenden Coordinaten ansehen. Die ihnen entsprechenden 
Werthe von A gleich Xq und Aj führen den Namen der el- 
liptischen Ooordinaten des Punktes, dessen rechtwink- 
lige Coordinaten sind ß^ und /3,. 

Die beiden ersten Gleichungen (7), in welchen man a^ 
und «{ als constante Grossen zu betrachten hat, sind die Re- 
lationen zwischen den variabeln rechtwinkligen und den va- 
riabeln elliptischen Coordinaten. Ihre Auf losungen (10) drücken 
die rechtwinkligen durch die elliptischen Coordinaten aus. 

Es genügt aber nicht, die Ausdrücke der rechtwinkligen 
Coordinaten durch die elliptischen zu kennen; in vielen Fäl- 
len braucht man auch die Differentiale der einen , ausgedrückt 
durch die anderen. Differentiirt man deshalb die beiden ersten 
Gleichungen (7), indem man die rechtwinkligen Coordinaten, 
gleich wie die elliptischen, als Variabeln betrachtet, so erhält 
man mit Rücksicht auf (23): 


2^0* «0 + ^0 «1 + ^0 

2 J?,« «0 + ii "^ «1 + h 

und hieraus mit Berücksichtigung von (6): 

(28) ^f; 

^^ = a'dß,+h'dß,. 

Hsssx, analyt. Geometrie d. Baumes. 2. Aufl. 19 
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Vergleicht man diese Gleichungen mit den Substitutionen 
(4), so sieht man, dass, wenn die Variabein x, y die Werthe 
annehmen x=dßQ^ y=dß^^ die anderen Variabein die Werthe 

erhalten: X=-^, Y=^~' Es ist deshalb erlaubt, 

in den Substitutionen (4) und in allen Gleichungen, 
welche diese Substitutionen zu identischen Glei- 
chungen machen, folgende gleichzeitige Verände- 
rungen eintreten zu lassen: 

„ X, y, X, Y 

Von den durch diese Veränderungen aus den angegebe- 
nen Formeln hervorgehenden Differentialformeln heben wir 
die erste hervor, welche das Quadrat des Differentiales ds des 
Bogens irgend einer Curve ausdrückt: 

(30) ... ds-' = dß,-^ + dß,^ = ^ {^ + ^} . 
Wenn wir der Bequemlichkeit wegen setzen: 

/gjN W= («0 + '^o) («1 + h) y 

— ^1^ = K + '^i) («1 + '^i) . 

so geht (30) mit Rücksicht auf (10) über. in: 

(32) ^«' = ^'{^+^}- 

Hieraus erhalten wir das Differentiale des Bogens des 
Kegelschnittes (8), von dem wir annehmen wollen, dass er 
eine Ellipse sei, indem wir Aq = A gleich einer Constanten 
setzen, deren Werth zwischen — «j und oo liegt: 

(33) ds = ?^A) . ^, 

und hieraus ergiebt sich die Länge s des Bogens der Ellipse (8) : 

2 i, 


(34) s = f^^'-''^ ^'^ 


\ 
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begrenzt von den beiden confocalen Hyperbeln, welchen die 
Werthe Aj = A/ und Aj = A/ der elliptischen Coordinaten ent- 
sprechen. Nimmt man für die Grenzen des Integrals die 
Hyperbelgrenzen., so erhält man den vierten Theil des Um- 
fanges U der genannten Ellipse, und demnach: 

(35) U^2jy^-^^-^^- 

Die Bogenelemente da^^ und da^ der confocalen Ellipsen 
und Hyperbeln erhalten wir aus (32): 


YiXo -X,) dl 


(36) ^ _ ^» 

indem wir einmal A^, das andere Mal A^ constant setzen. 
Demnach wird, weil alle confocalen Ellipsen alle confocalen 
Hyperbeln senkrecht schneiden, das Element der von zwei 
confocalen Ellipsen und von zwei confocalen Hyperbeln ein- 
geschlossenen Fläche: 

(37) da^.da,= ^-^^^^ ^^^ -^^ • 

Durch doppelte Integration und Ausdehnung der Grenzen 
über sämmtliche, von der gegebenen Ellipse (8) eingeschlos- 
senen, confocalen Ellipsen und über sämmtliche confocale Hy- 
perbeln erhält man den vierten Theil des Flächeninhaltes I 
der gegebenen Ellipse. Man hat demnach: 

(38) I=.J^J{K, - k,) ^,^- 

Einen einfacheren Ausdruck für den Flächeninhalt der 
gegebenen Ellipse (8) erhält man auf folgende Art. Man be- 
schreibe um den Mittelpunkt der gegebenen Ellipse mit dem 
Eadius der grossen halben Axe einen Kreis: 


«0 + ^ «ü + ^ 


19* 
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Der Yergleich dieser Gleichung mit der Gleichung (8) 
der Ellipse zeigt, dass die Ordinate des Kreises sich zu der, 
derselben Abscisse entsprechenden, Ordinate der Ellipse ver- 
hält wie: 

In demselben Verhältnisse stehen auch die Flächenelemente 
Tc und i des Kreises und der Ellipse, welche begrenzt werden 
von zwei unendlich nahen Ordinaten. Man hat daher: 

Nimmt man die Summe aller Flächeiielemeute des Kreises und 
der Ellipse: Eh = K und Zi = I, so erhält man: 


Da aber der Flächeninhalt K des Kreises ist : K = x («„ + X), 
so hat man: 


(39) . J= ny(a, + l) /(«, + X) 

und daher mit Rücksicht auf (38): 


— a, X 


(40) nj/(ao + A) /(«, ^ X) = f J {X, ~ X,) ^ ^ 


— Oo — «t 


welche Gleichung nach dem Vorhergehenden bewiesen ist für 
alle zwischen — «j und cx> gelegenen Werthe von A und unter 
der Voraussetzung, dass «<, > «j. 

Von den Differential -Formeln, welche aus den, in dem 
ersten Theile der gegenwärtigen Vorlesung entwickelten, For- 
meln durch die Veränderungen (29) hervorgehen, heben wir 
ferner die, der Gleichung (22) entsprechende, Formel hervor: 

um auch ihr eine geometrische Bedeutung unterzulegen. 

Zu diesem Zwecke erinnern wir an die Gleichung (27) 
des von dem Punkte ß^ , ß^ an den gegebenen Kegelschnitt (8) 
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gelegten Tangen tenpaares. Verlegt nian, mit Beibehaltung 
der Richtung der Coordinatenaxen^ den Anfangspunkt des 
Coordinatensystemes in den genannten Punkt, so wird die 
Gleichung des Tangentenpaares rücksichtlich dieses Coordi- 
natensystemes: 

woraus die Differentialgleichung desselben Tangentenpaares, 
rücksichtlich des ursprünglichen Coordinatensystems , hervor- 
geht: • 

und in elliptische Coordinaten durch (41) übertragen: 

Zerlegt man diese Gleichung in ihre Factoren und setzt jeden 
einzelnen gleich 0, so erhält man die Differential-Gleichungen 
der von dem Punkte ß^, ß^ an die gegebene Ellipse (8) ge- 
legten Tangenten: 


K(io - i) . j?o y(^ - ii) • ^t 


= 0, 


<*^0 I dXi rx 

ViXo - X) . Bo ^ y{X--'x,) . B, ' 

oder, wenn man die übersichtlichere Bezeichnung (31) ein- 
führt: 

dXp ^h _, Q 

(44; .... 

^0 j ^^1 ___ r\ 

V{^^) . io Vi^ - ^i) . L, 

Um nun die Länge s der Tangente auszudrücken, setzen 
wir in Gleichung (32) den Werth von dX^ aus einer der Glei- 
chungen (44) ein, wodurch wir für jede der beiden Tangen- 
ten erhalten: 

ds == (^0 — ^i) • ^^' 

oder: ^ 
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^^ 

Bezeichnen wir aber mit Sq die Länge der ersten Tan- 
gente (44) und mit s^ die Länge der zweiten Tangente, von 
den Punkten an gerechnet, wo sie die gegebene Ellipse (8) 
berühren, bjs zu ihrem Schnittpunkte ßo, ß^, oder in ellip- 
tischen Coordinaten X^y Aj, so erhalten wir mit Berücksich- 
tigung ihrer Differentialgleichungen (44): 

^^0 — 2X7~ ^^^ "T 2X7" ^'^0 ' 

( 40 ) • . . • 

^^i— 2JD, ^^^ 2L, /*'^0' 

und hieraus durch Integration: 



ä^ü, 


wenn wir annehmen, dass A,^ und A/ die Werthe der ellip- 
tischen Coordinate Aj seien, welche den Berührungspunkten 
der Tangenten der Ellipse (8) entsprechen. 

Durch Addition der beiden Gleichungen (46) erhält man : 

X ' Xq 

(47) s, + s,=^ y-^dX,+2j^-^^ dK, 

und wenn man hiervon den, von den beiden Berührungspunk- 
ten begrenzten, durch (34) ausgedrückten. Bogen der gegebe- 
nen Ellipse (8) abzieht: 

(48) s, + s,-s = 2 y-^^f^dK^ 

Da dieser Ausdruck aber die zweite elliptische Coordinate 
Aj des Punktes /3(, , ß^ nicht enthält, so bleibt er unverändert 
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für alle Punkte /3„, /5, , für welche Xq eine eonstante Grösse 
ist^ das heisst; für alle auf einer Ellipse liegenden Punkte^ 
welche mit der gegebenen Ellipse confocal ist. Dem hier- 
durch bewiesenen Satze können wir folgenden Ausdruck geben: 

Wenn man um eine gegebene Ellipse einen ge- 
schlossenen Faden schlingt; und diesen durch einen 
Stift in der Ebene der Ellipse spannt^ so beschreibt 
der Stift bei seiner Bewegung eine mit der gegebe- 
nen Ellipse confocale Ellipse. 

Betrachten wir schliesslich noch den Grenzfall, wenn der 
Punkt /5q, /5, der gegebenen Ellipse (8) unendlich nahe rückt, 
In diesem Falle werden alle DifiFerenzen A,' — A,^ und Xq — X 
der Grenzen der beiden Integrale in (47) unendlich kleine 
Grössen und mit ihnen auch die Integrale. Da aber der Factor 

Vi^o — ^) iiDter dem zweiten Integralzeichen für alle zwischen 
den Grenzen des Integrals liegenden Werthe von Aq ebenfalls 
unendlich klein wird, während der entsprechende Factor 

j/(X — Aj) des ersten Integrales für alle Werthe von Aj zwi- 
schen den Grenzen des Integrals endlich bleibt, so sieht man, 
dass in dem Grenzfalle das zweite Integral gegen das erste 
verschwindet, und dass die Ausdrücke (47) und (34) in ein- 
ander übergehen. 
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Zweiundzwanzigste Vorlesung. 

Das Problem der Hauptaxen der Oberflächen 

zweiter Ordnung. Confocale Oberflächen zweiter 

Ordnung und elliptische Raumcoordinaten. 


Man hat am Ende der neunzehnten Vorlesung gesehen^ 
wie das Problem der Hauptaxen einer Oberfläche zweiter Ord- 
nung rein algebraisch sich so ausdrücken lässt: 

Die linearen Substitutionen zu bestimmen, 
welche die Gleichungen: 

(1) a;2 + y2 + ^2_X2+ T' + Z^, 

(2) . . . . g>(x, y, z) = k,X^ + k,lP + A^ZS 

z,u identischen Gleichungen machen^ wenn diePunc- 
tion q){x, y, z) gegeben ist in der Form: 

(3) q){x, y, z) = {ß^x + /S,y + ß^f — {a^'^ + cc^y'^ + cc^z'). 

Indem wir dieses Problem wieder aufnehmen , werden wir 
annehmen, dass die linearen Substitutionen, welche die Trans- 
formationen (1) und (2) bewirken, mit ihren Auflösungen, 
seien : 

x = a^X + aY+ d'Z, X = a«a; -|- Wy -|- cH , 

(4) y = b^X + VT-i'VZ, Y=ax + Vy +cz, 
z =c^X + cY+c"Z, . Z = a'x + V'y -f c'z. 

Dass die aufgelösten Substitutionen gerade die angegebene 
Form haben, folgt, wie man in dem zweiten Theile der acht- 
zehnten Vorlesung gesehen hat, aus der, durch die Substitu- 
tionen identischen, Gleichung (1). Aus dieser Gleichung gehen 
aber alle Formeln hervor, die wir in dem zweiten Theile der 
genannten Vorlesung entwickelt haben. Es genügt hier, auf 
sie nur hinzuweisen, mit der Bemerkung, dass man überall 
für a, 6, c zu setzen hat a®, 6", c®, um für unser Problem 
gültige Formeln zu erhalten. 
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Die Werthe der 9 Substitutionscoeffieienten werden wir 
bestimmen, indem wir die drei Grossen Bq, JB,, JBj eiirfüh- 
ren , welche durch die folgenden drei Gleichungen oder durch 
ihre Auflosungen definirt sind: 

ß,==a'B, + aB,+a"B,, B, = a% + b%+c%, 

(5) ß, = ¥B, + bB, + V'B, , B, = aß, + Vß, + cß, , 

ß, = (^Bo + cB, + c'B, , B, = a% + b'^ß, + c'^ • 

Alsdann gehen aus der durch die Substitutionen iden- 
tischen Gleichung (2) folgende 9 Gleichungen hervor: 

«0 + ^0 ' «1 + ^0 ' «t + ^0 

W «-„^ + ;i^, ^-«, + X,' '^-«, + A,^ 

«0 + ^t ' «1 + ^t * «t + ^t ' 

Die erste von diesen Gleichungen erhält man, wenn man 
die durch die Substitutionen (4) identische Gleichung (2) par- 
tiell nach X differentiirt und hierauf X=l, 1^=0, -Z = 0, 
und zugleich x = a^, y ^^b^^ z =^ c^ setzt. In gleicher Weise 
erhält man die übrigen Gleichungen. 

Die Substitutionscoeffieienten sind in den Gleichungen (6) 
durch die sechs unbekannten Grossen jBq, JB, , B2, A^, A„ X2 
ausgedrückt. Um die Werthe der letzteren festzustellen, dienen 
die Gleichungen: 

ßo' I gl' , P«' _i ^oL I _^iL_L J?tL_t 


«0+^0 «i+*o «2+^0 «0+^0 «0+^1 «0+^2 
/7> Po' I Pi* i_ &!_= 1 -^o' i -^1* I ^2' 1 

«0+^2 «1 + ^2"' «2+^2 ' «2+^0 «2+^1 «2 + ^2 ^ 

welche aus (6) dadurch hervorgehen , dass man die Horizon- 
tal- Gleichungen multiplidrt mit /Sq, ß\)'ßi iind mit Berück- 
sichtigung von (5) addirt, oder dass man die Verticalglei- 
chungen multiplicirt mit jBq, jBj, B^ und addirt. 

Die drei ersten Gleichungen drücken aus, dass die Un- 
bekannten Aq, Aj, ^2 die Wurzeln sind folgender in A kubischen 
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Gleichung; die drei anderen , dass die bekannten Grössen 
«Q, «j, «2 sich als die .Wurzeln folgender kubischen Gleichung 
in a betrachten lassen: 

^^^ oi^-\.l~^ a^-\.l^ a^J^X~ ^ ' a-fX^^a+Aj-Tj^^;^— ^• 

Nach Feststellung der Wurzeln der ersten kubischen Glei- 
chung (8) bleibt noch übrig, die Werthe der Quadrate der 
letzten Unbekannten jBq, jB^, Bj <lurch Auflosung des zwei- 
ten Systemes Gleichungen (7) zu berechnen. Diese Berech- 
nung geschieht am einfachsten in folgender Art: 

Da Afl, Aj, hl und a^y aj , a^ die Wurzeln der kubischen 
Gleichungen (8) sind, so hat man identisch: 

(«0 + ^) («1 + ^) («2 + ^) - ^o'(«l + ^) («2 + ^) 
-^,H«2 + ^) K + A) - h^ («ö + ^) («1 + ^) 

(« -f Ao) (a + AO (« -f A^) - B,^ (« -f AO (a -f A^) 
- B,^ {a + A,) (« + A,) - ^2^ (« + Ao) (a -f A.) 

= (« — «o) (« — «i) (« — «2)- 

Setzt man in diesen Gleichungen für A nach einander 
— «,), — a^y — «2? '^^d für a ebenso — A^, — Aj, — Aj, so 
erhält man: 

Q1 (0^0+ ^0) («0+^1) («0+^ Ü2 («0+^0) («1+^0) («2+^0 ) 

Po — («,-«,) K-«,) ' ^« — ao-^i) (^0-^«) ' 

/im i» 2 («i+^o)(«i+^i)(«i+^ ü2 («o+.^i)(«i + ^i) (0^2+^1) 

'^ ^ Pl (ai-«2)(a,-ao) ' * ~ (^1-^2) (^1-^0) ' 

/j 2 (0^2+ ^0) («y+ ^1) (« 2+ ^2) ü 2 («0 + ^ («1+ ^2) («2 +'^) 

''2 («2-«0)(«2-«l) ' ^ ~ (^2-^0 (^2-^1) ' 

Aus der in A kubischen Gleichung (8) ersieht man, wenn 
man voraussetzt: 

(11) «0 > <^i > «2? 

dass, welche Werthe auch die Grossen /So; i^i.? f^i haben mögen^ 
die Wurzeln jener Gleichung liegen: 
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die grösste Wurzel A„ zwischen + oo und — a^ , 

< 

(12) die mittlere Wurzel A, zwischen — «j und — «j , 
die kleinste Wurzel Aj zwischen -r- «j und — «o- 

Deshalb sind auch die Ausdrücke jBq^, JB,^, jBj' iii (10) sämmt- 
lich positiv und die Ausdrücke (6) der Substitutionscoefficien- 
ten reell. 

Von den angeführten Formeln braucht man nur die eine 
Hälfte aufzustellen ; die andere ergiebt sich von selbst nach 
dem Principe, welches wir jetzt entwickeln wollen. 

Durch Multiplication der drei ersten Gleichungen (5) mit 
X, yy z und Addition erhält man, mit Rücksicht auf (4): 

(13) ... /J^ + ^,y + ß^ = B,X + B,Y-[-B,Z. 
Mit Hülfe dieser Gleichung geht aber die Gleichung (2): 

(14) (/Jo«+^iy+M'-(«o^'+«iy'+«2«')=^«^'+^i ^-\-h^ 

über in: 
(15) {B^X+B^ Y+B^Z)^- (^o^+^i r^+>l2^0=«o^^+«iJ/'+«2^'- 

Wenn demnach die Substitutionen (4) die Gleichungen 
(1) und (14) zu identischen Gleichungen machen, und die 
Substitutionen dadurch bestimmt sind, so machen die Auf- 
lösungen dieser Substitutionen die Gleichungen (1) und (15) 
zu identischen Gleichungen und sind ebenfalls bestimmt. Dar- 
aus ergiebt sich aber folgende Regel zur Ableitung neuer 
Formeln : 

Es ist erlaubt, in allen Formeln, die aus denSub- 
stitutionen(4) hervorgehen, welche die Gleichungen 
(1) und (2) zu identischen Gleichungen machen, fol- 
gende gleichzeitige Yertauschungen zu machen: 

aeV ^' ^' ^'' "^' "«' "2) ßoy ß\7 ß2i *% c% «'•' 

„ Z, r, Z\ Ajj, Aj, 1^1 ^0) ^19 ^21 «'; ^"; ^"• 

Zieht man die mit einem willkürlichen Factor A multi- 
plicirte Gleichung (1) ab von (14), so erhält man; 
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(^ ') = (A, - A)X2 + (A, _ A) r» + (A3 - A)Z^. 

Wenn man diese Gleichung an die Stelle der Gleichung 

(2) des Problemes setzt ^ so sieht man^ dass man in allen 
zur Lösung des Problemes entwickelten Formeln 
folgende gleichzeitige Veränderungen eintreten 
lassen kann: 

nft^ '^ ^^^ ^^' ^^' 

„ in «0 + ^5 «1 + ^; «2 + ^5 ^0—^; ^1 — ^; Aj — A. 

Ein drittes Prinzip, nach welchem die zur Auflösung des 
Problemes dienlichen Formeln verändert werden können, er- 
giebt sich aus der folgenden Betrachtung: 

Setzt man, um die reciproke Function <P(w, v, w) der in 

(3) gegebenen Function q){x, y, z) zu bestimmen, nach Vor- 
schrift von (25) der siebenten Vorlesung: 

SO erhält man nach (27) derselben Vorlesung die Auflösungen 
dipser linearen Gleichungen: 

uud die reciproke Function selber wird: 

0{u, V, w) ==: ^|t«0'(^) + t;(t>'(t;) + wO^w)}. 

Die hier angedeuteten algebraischen Operationen zur Be- 
stimmung der reciproken Function 0{u, v, w) führen wir am 
einfachsten in folgender Art durch. 

Wir setzen, um abzukürzen: 

«0 «1 0^2 

Alsdann sind die drei Gleichungen aufzulösen: 

«* = i^p'W — ßo^ — «0^ 7 

w = ^ffX^) = ß^B — «2^. 
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Multiplicirt man dieselben mit ^, 2t; & und addirt, so erhält 
man: 

und hieraus: 

Man erhalt demnach die gesuchten Auflosungen ^ wenn man 
in den so dargestellten drei Gleichungen: 

«0 «0 

für B den zuletzt gegebenen Werth setzt. Durch Multipli- 
cation dieser drei Gleichungen mit u, Vy w und Addition der- 
selben erhält man dann die gesuchte reciproke Function: 

(19) «(...,„)_i(&.+t.+t„y_g+^+^), 

in welcher (s) die Bedeutung hat: 

(20) ^ = Po! + ii! + M_i. 

Hier tritt nun der Satz (25) der zwanzigsten Vorlesung 
in Wirksamkeit^ nach welchem unsere Substitutionen (4); 
welche entsprechen den Substitutionen (1)— (4) dort, die Trans- 
formation ergeben: 


= /^ + ^ + ^V 


Da man diese Gleichung mit der Gleichung (2) des Pro- 
blems vertauschen kann, ohne die Substitutionen (4) zu ändern, 
so sieht man, dass es erlaubt ist, in allen unseren 
Formeln folgende Veränderungen zu machen: 
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;; ßo) P\} P2 5 ^0 ? ^1 ; ^2 ? ^o ? ^l ? ^2 5 -^o ; -^l ? -^2 
(22) • ßo ?l fe • « ^ £ . 6 « f . sBq sBa sB^ 

Denn da die Werthe der neun Substitutionscoefficienten (ßy 
sich durch die ersten von diesen Aenderungen nicht ändern 
dürfen, so müssen die drei letzten Grössen Bq, B^y B^ eben 
die angegebenen Veränderungen erhalten. 

Die Veränderungen (18) in (21) lassen, wenn nfan setzt: 
(23).... ^=.^ + -^+.-^-1, 

folgende durch die Substitutionen (4) in X identische Glei- 
chung hervorgehen: 

/ fea? , P.y , Pag \^ -pf ^^ \ y^ \ ^ \ 

\a^+ X'^ a,+ X'^ a^+x) ^ ^+ X^ a,+ X^ a^ + x) 

^''^ +^(ra + Ä + Ä)- 

An das Vorhergehende reiht sich ein System eleganter 
Formeln an, welches, zu ferneren Transformationen dienlich, 
sich fast ohne alle Rechnung sofort hinschreiben lässt. 

Setzt man die Werthe der Substitutionscoefficienten (6) 
in (16) der achtzehnten Vorlesung ein, so erhält man: 

(«0 + ^o)'^ "^ («1 + ^0)* "^ («2 + ^0)* Bo' 
(2Pi) Po' _L ft' j. P«* — J^ , 


_ 4_ *"« 4. 


(«0 + ^2)' ' («. + ^,)* ^ («2 + ^2)* -B2* 

Po' 1 Pl I P2' ^^ o 

(«0+ ^i) («0+ ^2) "*" («1+ ^1) («1+ ^2) "*" («2+ ^1) (^2+ ^) ' 

/oß'^ Po^ I Pl! L P2' __ r\ 

>^^>' («0+ ^2) («0+^0) "^ («l+iJ(«l+^o) "^ («2+W(«2+^0) ' 

Po* I Pl' . P2' _ o 


Die erste Gleichung (21) der achtzehnten Vorlesung 
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aV — a'V = c®5 sowie auch jede andere des Systemes, geht 
in gleicher Weise mit Berücksichtigong von (10) über in: 

(27) ^0^1-02(^1-^2) (^2-^) (^0-^,) 

Macht man in den drei ersten Gleichungen (7) die Aende- 
rungen (22) und hierauf die Aenderungen (18); so erhält man : 

^?o* r __fel__ I ßt' — ^ 


(ao+lo)(«o+l) ' («i+Ao)(«i+l) ^ («t+lo) («.+!) h-l^' 

/OS'V §sl I ft! I fe' -^ 

^ •' {«o+^i)(«o+i)"'"(«i+ii){«i+i)"^(«t+li)(«i+l) h-^' 


(«0 + i.) («0+ i) ' («1+ 1.) («1+ i) ^ («,+ i.) («t+ 1) i. - i ' 

Di£Perei)tiirt man diese in l identischen Gleichungen nach 
A und setzt hierauf fQr l entweder A, oder A, oder il}, so er- 
hält man niit Bücksicht auf (25) und (7): 

ßo* _, ß^ 1 ßt* 1 


(c(o+il,)(««+i«)' ^ («,+ii)(«,+io)' ^ {"t+hK'^t+h)* ßi- h) -Bo*' 

ßol I /?.* I W _ 1 


(29) 


Po* I li* U <*«* _ 1 


(«o+it)(«o+ii)' ^ («t+i.)(«i+ii)'^(«t+it)(«.+ii)» a»- ii)-Bi" 
"«* I p.' I ßt* _ 1 

~r ^/«._Li.'ic«.j_i.>it~r 


(«o+ioX«o+ii)' ^ («i+Jlo)(«i+^i)'^(«.+io)(«t+*i)' ao-li)-Bi" 
Po* I ft' I ft* _ 1 


(«0+io)(«0+^l)' ^ («1+io) («1+^)'^ («t+^0)(«2+^t)« (^0-^2) J52* ' 


Wenn man die Grossen Bq, jBj, JBj *^^s Functionen von 
^0 9 ^j; ^2 ^^^ ^0; ^19 ^2 betrachtet; wie sie durch (10) aus- 
gedrückt sind; und die Logarithmen dieser Ausdrücke par- 
tiell differentiirt nach Xq oder l^ oder l^y ^^ erhält man: 

2 dBp ^ 1 . 1 . 1 . 1 . 1 

Bq BXq cfo + ^0 «1 + ^0 «^2 + ^0 ^1 — ^0 ^2 — ^0 ^ 
2 dBt ^ 1_ . l_ . 1 , 1 I 1 

' 2 aB, _^ 1 1 I 1 I 1 I 1 

B^ dX^ «0 + ^t «I + ^2 «2 + ^2 ^0 — ^2 ^1 — ^2 
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Da man aber ähnliche Ausdrücke erhält durch zweimalige 
Differentiation der so dargestellten identischen Gleichung (9) : 

ßo' , Pi' , _ßl 1 ^ _ (X -^ Xq) (X - X,) (X - Xg) 

cco+X^ cci + X^ a, + X ^ («0 + ^) («i + ^) («2 + ^) 

nach l und Veränderung dieser variabeln Grösse in A^, Aj, Aj, 
nämlich: 

Po* , Pi' , P2* __ 

T /•- _L j \3 ~r 


^ 1 f 1 I t ■ 1 ■ 1 ■ l \ 

(«0 + ii)' "•" («I + ^i)' "^ («. + *.)' 


(«0 + ^2)' • («1 + ^2)^* • («2 + ^y 

so ergiebt sich aus dem Vergleich dieser drei Gleichungen mit 
den drei vorhergehenden: 

ßo' , P/ , ßz' _ 2 a^ 

(«0 + ^0)' "^ («1 + ^0)' "^ («2 + ^0)' J5„3 ' dXo' 


+ 

ft« 

(«i + io)» 

+ 

Pi« 

(«, + h)' 

1 

ft* 


/qm Po^ i Pi' I P2' _2^ ^1 

^ ^ • ' («0 + ^1)^ "^ («. + ^1)^ "^ («2 + ^.)^ -Bi' ' ^^i 

Po^ , Pi* , P2* _ 2 aJ5, 


+ 


(«0 + ^2)^ ^ («1 + ^2)' » («2+^2)' ^2' dh 

Um endlich dieses, zum grössten Theil von Jacobi ent- 
wickelte, System von Formeln zu vervollständigen, fügen wir 
noch folgende hinzu: 

ß 2 ß i ß 2 

welche sich aus den drei ersten Gleichungen (10) ohne Schwie» 
rigkeit ergiebt. 

Allein durch Zusammenstellung der angegebenen Formeln 
geht folgendes System hervor, wenn man berücksichtiget, das? 
auf Grund von (10) ist: 
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^ A.Q /.4 An f/ Aa Aj Xn 

namlicn: 


«ü+^o «1+^0 «2+^0 -Öo ' a^ B^' dlo 

Die erste von diesen Gleichungen wird erhalten, wenn 
man die erste Gleichung (30) mit BqBqX, die erste Gleichung 
(29) mit B^^ r, die zweite^ Gleichung (29) mit BqB^Z mul- 
tiplicirt und alle drei Gleichungen unter Berücksichtigung 
von (6) und (4) addirt. Ebenso wird die zweite Gleichung 

(32) erhalten, wenn man die erste Gleichung (29) mit jBqJ?,X, 
die vierte Gleichung (29) mit B^B^ F, die Gleichung (31) mit 
B^^Z multiplicirt und addirt. Die dritte Gleichung (32) er- 
hält' man endlich; wenn man die zweite Gleichung (29) mit 
^0^2^; die Gleichung (31) mit B^B^Y, die fünfte Gleichung 
(29) mit BJB^Z multiplicirt und addirfc. 

Multiplicirt man die drei Gleichungen (32) der Beihe nach 
mit Xy Yy Z und addirt, unter Berücksichtigung von (4), 
so erhalt man: 

a;' I y* [ ^ ^ 

(33) """^^^ ^i+^ «t+^o 

2 a^o Y2 2 dB^ y^ 2 dB^ n^ 1 4 ^-Bj y y i ^ ^B^ yy 

— Bo dXo B,dh^ B^dXo "^-Bo a^o "*"J5o ^^o ' 

eine Gleichung, welche durch die Substitutionen (4) zugleich 
mit (1) und (2) eine identische wird. 

Wir erwähnen femer des ;Systemes Gleichungen, welches 
aus (32) dadurch hervorgeht, dass man den Variablen die 
Werthe zuertheilt : x = ß^y y =: ß^^ ^ = /J2 ^^^ demnach 
X = Bq, Y=iB^y Z = B2, nämlich: 

«0 + ^0 «1 + ^0 «t + ^0 ^0 ' 

t^; • • • • Oo+Xo ■^".^^7+^"^ «2+^0 ~ ' 

f^*'ßo I ^"ßi [ c"ßi _^ Q 

««ü + ^0 «I + ^0 «2 + ^0 

Hxsss, analyt. Gkeometr. d. Baumes. 2. AnfL 20 


306 


Zweiundzwanzigste Vorleßung. 


Um die erste von diesen Gleichungen in der angegebenen 
Form nachzuweisen, bedarf es freilich noch der Reduction 

" ' A ' "^ — — = 1^ die sich aber umgehen lässt, wenn 

man an die Stelle der ersten Gleichung setzt die erste Glei- 
chung (25), welche mit Berücksichtigung von (6) ohne Weite- 
res die gewünschte Gestalt annimmt. 

Wir bringen endlich die Substitutionen (4) in Erinnerung : 


(35) 


ax + Vy + C0 = Y, 
a''x + V'y + d'z == Z, 


um sie mit den beiden vorhergehenden Systemen Gleichungen 
zu einer neuen Gleichung zusammen zu stellen. 

Betrachten 'wir zu diesem Zwecke die linken Theile der 
Gleichungen (34) als die Componenten der ersten Horizontal- 
reihe einer Determinante JT, die linken Theile der Gleichuügen 
(35) als die der zweiten Horizontalreihe und die linken Theile 
der Gleichungen (32) als die der dritten Horizontalreihe der- 
selben Determinante) so haben wir nach Satz (31) der sieben- 
ten Vorlesung von der Multiplication der Determinanten: 


ßo 


ß^ 


ft 


(36) . 


K 


«0 + ^0 ' 

«1 + ^0 ' 

«2+ ^0 

X, 

y, 

^, 

X 

y 

z 


«0 H- Ao ' Of, -j- ;io ' Of2 + ^0 


Denn der zweite Factor, die Determinante ^, gebildet aus 
den neun Substitutionscoefficienten, ist nach (20) der acht- 
zehnten Vorlesung = 1. 

Wenn wir in gleicher Weise die Determinante K aus den 
rechten Theilen der angegebenen Gleichungen bilden, so er- 
halten wir mit Rücksicht auf (14) der siebenten Vorlesung: 


(37) K = 


1 


Bq d^o 


2 dB^ 


r, 


2 dB^ 


2 dB^ 


By d^Q ' ^^0 ^K 


Bi dlo 


oder, wenn wir diese Determinante entwickeln und für die 
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partiellen Differentialquotienten die oben angegebenen Werthe 
einsetzen : 

Wir haben demnach die durch die Substitutionen (4) iden- 
tische Gleichung: 

I ßii ßi §2 

(39) 


«0+ *0 ' 

«1 + ^0 ' 

«t + ^0 ! 

X, 

y. 

^, 

X 

y 

£; 


«0 + ^ü ' «1 + ^ö ' «2 + ^0 

Diese Gleichung ist im Grunde nichts Neues. Denn sie 
führt, vollständig entwickelt, auf die Gleichung (55) der acht- 
zehnten Vorlesung zurück. Sie ist aber von Bedeutung wegen 
der Form, in der sie hier auftritt. 

Wir gehen über zur geometrischen Interpretation ein- 
zelner Gleichungen, welche wir in dem Vorhergehenden ent- 
wickelt haben. 

Wir betrachten zu diesem Zwecke die Grössen /Jq, /J^, /Sj 
als die variabeln rechtwinkligen Coordinaten eines Punktes 
im Räume. Unter dieser Voraussetzung stellt die erste Glei- 
chung (8) eine auf ihre Hauptaxen bezogene Oberfläche zwei- 
ter Ordnung dar. Lässt man in ihr A variiren, so erhält man 
ein ganzes System Oberflächen zweiter Ordnung von der Eigen- 
schaft, dass ihre durch irgend zwei Hauptaxen gelegten 
Schnitte, welche, wie bekannt, Kegelschnitte sind, dieselben 
Brennpunkte haben. Solche Oberflächen nennt man con- 
focale Oberflächen zweiter Ordnung. Ihr analytischer 
Ausdruck ist die Gleichung (8) mit veränderlichem Werthe 
von X. 

Betrachten wir den Punkt im Baume als einen gegebe- 
nen durch seine Coordinaten /Jq, /3j, ß^, so beweist das erste 
System Gleichungen (7), dass durch den gegebenen Punkt 
drei verschiedene confocale Oberflächen hindurchgehen. Die 
eine von diesen Oberflächen ist ein EUipsoid, weil alle drei 

20* 
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Nenner in der ersten Gleichung positiv sind. Die zweite 
Oberfläche ist ein erstes Hyperboloid, weil in der zweiten 
Gleichung der dritte Nenner allein negativ ist. Die dritte 
Oberfläche ist ein Hyperboloid der zweiten Art, weil die beiden 
letzten Nenner in der dritten Gleichung negativ sind, während 
der erste positiv ist. 

Jede von den drei Arten confocaler Oberflächen erfüllt 
den ganzen unendlichen Raum, weil für beliebige Werthe der 
Coordinaten /J^, /Jj, /Jj inamer Wurzeln der kubischen Glei- 
chung (8) gefunden werden, welche zwischen den in (12) an- 
gegebenen Grenzen liegen. 

Lässt man l abnehmen von oo bis — a^ , so wird das 
für A = oo unendlich grosse EUipsoid immer kleiner, bis es 
endlich in die Fläche der Ellipse fällt, welche durch die Glei- 
chung ausgedrückt ist: 

(40) — ^2! 1 &!_ = 1. 

Diese Fläche bildet die Grenze zwischen den Ellipsoiden 
und den Hyperboloiden der ersten Art. Das Hyperboloid der 
ersten Art in dieser Grenze fällt zusammen mit dem Theile 
der /3o/3| Ebene, welcher von der genannten Ellipse ausge- 
schlossen ist. Nimmt A weiter ab von — «2 ^^^ — ^1 ? ^^ 
bildet in der letzten Grenze die Fläche der in der /Sq/Sj Ebene 
liegenden Hyperbel: 

(41) —^ ^?^ = 1 

die Grenzen der Hyperboloide der ersten Art und der Hyper- 
boloide der zweiten Art. Die andere Grenze der Hyperbo- 
loide der zweiten Art bildet die /S^^j^^®^®' 

Zwei confocale Oberflächen derselben Art können sich 
nicht in reellen Punkten schneiden, weil für einen reellen 
Schnittpunkt ß^ /J, ß^ die Wurzeln der kubischen Gleichung 
(8) dann nicht zwischen den in (12) angegebenen Grenzen 
liegen würden. 

Die Cosinus der Winkel, welche die in dem Punkte ß^ß^ ß^ 
an die drei durch ihn gehenden confocalen Oberflächen (7) 
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gelegten Tangentenebeneu mit den Ck)ordinatenebenen bilden^ 
verhalten sich bekanntlich wie: 

ßo . ß± , _ßi _ 

«0+^0 ' «1 + ^U ' «2 + ^ 

??__ . gl . ____ßt_ .^ 

«0+^1 * «1 + ^1 ' «2 + ^t 
ßo . ßt . fc... 

«0 + ^ ■ «1 + ^a ' cft + i« 

Die aus diesen 9 Ausdrücken zusammengesetzten Glei- 
chungen (26) beweisen, dass die genannten Tangentenebenen 
auf einander senkrecht stehen. Diese Bemerkungen fassen 
wir in einem Satze zusammen, wie folgt: 

Confocale Oberflächen derselben Art schneiden 
sich nicht. Confocale Oberflächen verschiedener 
Art schneiden sich immer in reellen Punkten senk- 
recht. In jedem Punkte des Raumes schneiden sich 
drei mit einer gegebenen Oberfläche zweiter Ord- 
nung confocale Oberflächen. 

Wenn man, um die geometrische Bedeutung der Glei- 
chung (24) festzustellen, von einem, durch seine Goordinaten 
ß^ßxß^ gegebenen, Punkte im Räume an die Oberfläche (8) 
einen Tangentenkegel legt, so wird die Gleichung desselben 
nach Vorschrift von (20) der vierzehnten Vorlesung: 

Die Summe der Glieder zweiter Ordnung in dieser Glei- 
chuDg ist gerade der Ausdruck, der in (24) durch die Sub- 
stitutionen (4) transformirt worden ist. Durch diese Trans- 
formation ist zugleich das Problem der Hauptaxen des Tan- 
gentenkegels gelöset. Die Auflösung des Problemes ist in 
Betreff der neun Substitutionscoefficienten unabhängig von dem 
besonderen Werthe von A in (42) und kann nach dem Vorher- 
gehenden deshalb in Worten so wiedergegeben werden: 

Die Tangentenkegel, welche von einem beliebig 
gegebenen Punkte als Spitze au confocale Ober- 
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flächen zweiter Ordnung gelegt werden, haben die- 
selben Richtungen ihrer Hauptaxen. Die durch den 
gegebenen Punkt gelegten Tangentenebenen an die 
drei, durch ihn gehenden, confocalen Oberflächen 
schneiden sich in den, allen jenen Tangentenkegeln 
gemeinschaftlichen, Hauptaxen. 

Ein Punkt im Räume bestimmt die drei durch ihn geleg- 
ten, mit einer gegebenen Oberfläche zweiter Ordnung con- 
focalen, Oberflächen. Umgekehrt ist der Punkt bestimmt 
durch die drei confocalen Oberflächen, welche durch ihn gehen. 
Diese drei Oberflächen bestimmen zwar, indem sie sich schnei- 
den , 8 verschiedene Punkte. Allein unter angemessener Be- 
schränkung, zum Beispiel, dass der Punkt nur positive recht- 
winklige Coordinaten habe, wird derselbe durch die drei durch 
ihn gehenden confocalen Oberflächen unzweideutig bestimmt 
sein. Wir werden in dem Folgenden diese Beschränkung fest- 
halten. In dieser Voraussetzung bestimmen die rechtwink- 
ligen Coordinaten /S,,, /S, , ß^ eines beliebig gewählten Punktes 
p im Räume auch die drei Werthe von k gleich Aq, Aj, X^j 
welche den drei, durch den Punkt gelegen, confocalen Ober- 
flächen (7) entsprechen; und umgekehrt sind durch letztere 
die rechtwinkligen Coordinaten /3^ , ß^j ß^ des Punktes p un- 
zweideutig bestimmt. - 

Diese drei Wurzeln Aq , A^ , X^ ^®^ kubischen Gleichung 
(8) führen den Namen der elliptischen Coordinaten des 
Punktes im Räume, dessen rechtwinklige Coordinaten sind 
ß(\j ß\y ßr I^^ geometrisches Bild sind die drei, durch ihn 
gehenden, confocalen Oberflächen. Durch letztere wird in 
ihrer unendlich nahen Aufeinanderfolge der unendliche Raum 
zertheilt in rechtwinklige Parallelepipeden, wie dasselbe in 
ähnlicher Weise in dem rechtwinkligen Coordinatensysteme 
durch die, den Coordinatenebenen parallelen. Ebenen in ihrer 
Aufeinanderfolge geschieht. Die Summe aller dieset Parallel- 
epipeden, welche innerhalb einer gegebenen Oberfläche liegen, 
bestimmen den körperlichen Inhalt der Oberfläche. 

Die Curven, in welchen sich zwei confocale Oberflächen 
zweiter Ordnung schneiden, nennt man Krümmungscu rven. 
Durch jeden Punkt des Raumes gehen also drei in dem Punkte 
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auf einander senkrecht stehende Erümmungscurven. Die eine 
schneidet sämmtliche confocale EUipsoide^ die zweite sämmt- 
liche confocale Hyperboloide der ersten und die dritte sämmt- 
liche confocale Hyperboloide der zweiten Art senkrecht. Krüm- 
mungscurveU; welche auf einer und derselben confocalen Ober- 
fläche zweiter Ordnung liegen , heissen Erümmungscurven 
dieser Oberfläche. 

Die Erümmungscurven einer Oberfläche zweiter Ordnung 
kann man nach dem Vorhergehenden eintheilen in zwei Arten. 
Die Erümmungscurven der einen sowie die Erümmungscurven 
der anderen Art schneiden sich nicht. Dagegen schneiden die 
Erümmungscurven der einen Art die Erümmungscurven der 
anderen Art senkrecht. 

Die Erümmungscurven einer gegebenen Oberfläche zweiter 
Ordnung zertheilen demnach in ihrer unendlich nahen Aufein- 
anderfolge die Fläche in unendlich kleine Rechtecke. Die Summe 
dieser Rechtecke giebt den Flächeninhalt der Oberfläche. 

Der analytische Ausdruck der Erümmungscurven in ellip- 
tischen Goordinaten sind zwei von den Gleichungen: 

in welchen die Werthe der Gonstanten CJ,, Cj, Cj beliebig 
zu wählen sind aus den in (12) angegebenen Grenzen. In 
rechtwinkligen Goordinaten sind es zwei von den in (7) an- 
gegebenen Gleichungen. 

Zur Transformation «ines, in rechtwinkligen Goordinaten 
gegebenen^ Ausdruckes in elliptische Goordinaten dienen die 
drei ersten Gleichungen (10). Zu den Differentialen der recht- 
winkligen Goordinaten^ ausgedrückt durch die elliptischen 
Goordinaten, gelangt man auf folgendem Wege. 

Differentiirt man die Gleichungen (7), indem man sowohl 
die rechtwinkligen, als die elliptischen Goordinaten als variabel 
betrachtet, die Grössen «q, a^, a^ aber als constant, so erhält 
man mit Berücksichtigung von (6): 

2^ = aHß, + ¥dß^ + cHß, , 
(43) ... . |>^ = a'dß^ + h'dß^ + c'dß^ , 

Ü) = ''"^ßo + V'dß, + C'dß, , 
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Der Vergleich dieses Systemes Gleichungen mit den Sub- 
stitutionen (4) erweiset folgenden Satz: 

Es ist erlaubt; sowohl in den Substitutionen (4)^ 
als in allen den Gleichungen^ welche diese Substi- 
tutionen zu identischen Gleichungen machen^ fol- 
gende gleichzeitige Veränderungen zu machen: 


(44) . . . 


}> 


7) 


X 


y 


8\ 


dßo) dß\y ^ßz] 




dli 




2^0^ 2J?i' 25, 


Von den, durch diese Veränderungen aus den entwickelten 
Formeln hervorgehenden, DiflFerentialformeln heben wir nur drei 
hervor. Erstens die aus (39) hervorgehende DiflFerentialformel : 


(45) 


ßi 


ßi 


ß, 


«0 + *0 ^ «1 + ^0 ' «2+^0 
^ßo J ^ßl 7 ^ß2 

dßo dßi dßi 


«0 + ^ ' «1 + ^0 ' «2 + ^0 
= Q{ (>li-;i2)jBo^^'ll^^2+('^2-'lö)-Bl^^'l2^'lo+('lo-'ll)^2^^'lo^^l } 

^^ ^ "" 4 JBo»5 A (^2 - ^) (io - ^i) ' 

Auf die Bedeutung dieses DiflEerentialausdruckes, werden 
wir in einer späteren Vorlesung, die über die Krümmungs- 
curven der Oberflächen im Allgemeinen handeln wird», wieder 
zurückkommen. 

Wir führen zweitens die aus (33) hervorgehende Difi«ren- 
tial-Formel an: 


(46) 


«0 


dßl_ , dß,* , C?fe« _ 
+ ^0 ' «I + ^0 ' «2 + h 


1 dBo 


2Bo^ dl 


^0/71 2 ^ ^-^1 ^3 2_ _JL_^ /7X 


von welcher vnr in der folgenden Vorlesung Gebrauch machen 
werden. 
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Drittens machen wir auf die aus Gleichung (1) hervor- 
gehende Differential-Formel aufmerksam: 

(47) dß-' + dß,^ + dß,^ = I {^ + ^ + ^} , 

welche das Quadrat des DifFerentiales ds des Bogens irgend 
einer Curve darstellt^ auf der einen Seite ausgedrückt durch 
rechtwinklige, auf der anderen Seite durch elliptische Coordi- 
naten. 

Setzen wir, um diesen Dififerential - Ausdruck übersicht- 
licher zu machen: 

A^ = («0 + ^o) («1 + ^o) («2 + ^o); 

(48) . . . "" ^^^ " ^"« "•" ^»^ ^"^ "'" ^'^ ^"^ "'" ^^^' 

^2^ = («0 + '''2) («1 + ^2) («2 + ^2); 
F^{k,- A,) (Ao - A2) (A, - A,) , 

so erhalten wir: 

Hieraus ergeben sich die Differentiale da^^ da^, da^ der 
Längen der Krümmungscurven, welche auf den confocalen 
Ellipsoiden, den confocalen Hyperboloiden der ersten, den 
confocalen Hyperboloiden der zweiten Art senkrecht stehen: 

(50) da, = i ^^^' 


da2 = ^ 


ypdx^ 


und aus dem letzteren der ganze umfang TJ der Krüm- 
mungscurve, in welcher sich das EUipsoid k^ = C^ und das 
Hyperboloid Aj = Cj schneiden, durch Integration und Multi- 
plication mit 4: 

— «i 

(51) CT = 2 / i^(^o - ^2) Vj^x - ^2) ^x^ ^ 

— Od 
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wobei zu bemerken ist, dass nur der eine Zweig der Krüm- 
mungscurve in Betracht gezogen worden ist. 

Wenn A, den Werth — a^ erhält, so fällt das diesem 
Werthe entsprechende Hyperboloid in die ß^ /3, Ebene des Coor- 
dinatensystems, und die in Rede stehende Krümmungseurve 
geht über in den Kegelschnitt; in welchem das Ellipsoid von 
der /3q/3i Ebene geschnitten wird. Deshalb geht auch der an- 
gegebene Ausdruck U in diesem Falle über in den Ausdruck 
(35) der vorhergehenden Vorlesung, wenn man überdies 1^ = 1 
setzt. 

Wenn man die Bogenelemente da^ und da2 multiplicirt, 
so erhält man das Flächenelement dF des EUipsoids ^0 = ^5,: 

(52)... dF=^\^ ^^'~ ^^^ ^(^»-y ^(^0 - ia) ^x^ ^x^ ^ 

woraus durch doppelte Integration und Multiplication mit 8 
der ganze Flächeninhalt F des Ellipsoides Xq = Cq 
hervorgeht: 

— «x —Ol 

(53) . . . F= 2 r r( ^i-^^)^(^o~^Kao-^2) dx.dx^^ 

— €to — Ol 

Um diese Formel zu prüfen, setzen wir Aq = — «j, in 
welchem Falle F den doppelten Flächeninhalt der Ellipse (40) 
geben muss, deren einfacher Flächeninhalt I aus (38) der 
vorhergehenden Vt)rlesung erhalten wird, wenn man A = — «g 
setzt. Man sieht aber in der That, dass, für A = A^ = — «j? 
wenn man die gleichen Factoren des Zählers und Nenners in 
F unterdrückt, wird: 

21 = F. 

Man erhält endlich das Körperelement dE, wenn man die 
Bogenelemente daQ, da^, da^ multiplicirt: 

(54) ...dE = \' (^0 - h) ih - ^ ih - ^a) dX^dX^dk^ , 

woraus durch dreifache Integration und MultipHcation mit 8 
der kubische Inhalte des Ellipsoides Aq = Cq hervor- 
geht: 
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(55) E = / J J^^- ' ~ ^'^ ^A, Ä, y ^^ "" ^'^ '^"^o '^'^' ^^^ ' 


•— Oq — 01 On 

I 


Direct findet man den kubischen Inhalt E des EUipsoides 
in folgender Weise. Man beschreibe um den Mittelpunkt des 
EUipsoides mit der grössten Axe als Radius eine Kugel: 

Der Vergleich dieser Gleichung mit der ersten Gleichung 
(7) des EUipsoides lehrt, dass jede auf der grössten Axe des 
ElUpsoides senkrecht stehende Ebene das ElUpsoid in einer 
Ellipse und die Kugel in einem Kreise schneidet, deren Flächen- 
inhalte sich verhalten wie: 


In demselben Verhältnisse stehen auch die körperlichen 
Inhalte des ElUpsoides E und der Kugel K. Man hat daher: 

E = K ^ ^}+J^ ^^"* + ^"^ 

Setzt man nun für K den bekannten Werth für den Inhalt 
der Kugel, so hat man: 

(56) . . . E=i. /(«, + A,) /(«, + A,) /("^7+TJ. «. 

Man hat daher mit Rücksicht auf (55) die merkwürdige In- 
tegral-Formel: 

Ein specieller Fall der elliptischen Raumcoordinaten, mit 
deren Hülfe wir die vorangegangenen Integralformeln fanden, 
sind die elliptischen Kugelcoordinaten. Man wird auf 
sie geführt durch die Annahme, dass die Grössen Uq, a^, a^ 
sich sämmtUch der Grenze Null nähern. 

Diese Bedingung drücken wir dadurch aus, dass wir setzen ; 

(58) «0 = ^^^ ^1 = ^^ ) ^2 "^^ ^^ 
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und annehmen; dass der Factor s sich der Grenze Null nähere^ 
während die Grössen a®, a, a" irgend welche gegebene end- 
liche Werthe behalten. Da nun die elliptischen (Koordinaten 
Aq, Aj; Aj zwischen den in (12) angegebenen Grenzen liegen^ 
so werden wir setzen: 

(0«7 ) ,••••• Aa ^^ A m Ai - ■■ c A • Ao ^^^ c A > 

um mit endlichen Werthen von A^, A', A" zu operiren.' 

Die Grössen A^, A', A" sind nun diejenigen, welche wir 
elliptische Kugelcoordinaten nennen. 

Die Relationen zwischen den rechtwinkligen Coordinaten 
und den elliptischen Kugelcoordinaten erhalten wir durch Ein- 
setzen der Werthe (58) und (59) in die drei ersten Gleichun- 
gen (7), nämlich: 

^o' 4- ßt' + ß^ =A", 


«0 + r ~ «' -t- X" ^ cr + X 

Was die Grenzen der elliptischen Kugelcoordinaten an- 
betrifft, so entnehmen wir aus (12), dass von diesen Coordi- 
naten liegt: 

die grösste A® zwischen oo und 0, 

/^.v die mittlere A' zwischen — a' und — a\ 

(61) ... . . . ' 

die kleinste X" zwischepi — a und — a^, 
vorausgesetzt, dass: «^ > a' > «". 

Hiemach stellt die erste Gleichung (60) ein System con- 
centrischer Kugeln dar, die zweite und dritte Gleichung ein 
System confocaler Kegel, deren Spitzen in dem gemeinsamen 
Mittelpunkte der Kugeln liegen. Im üebrigen wiederholt sich 
an diesen drei Arten Oberflächen das, was wir von den drei 
Arten confocaler Oberflächen ausgesagt haben. 

Die Curven, in welchen die genannten Kegel die Kugel, 

deren Radius ]/Ä" = 1 ist, schneiden, nennen wir sphäri- 
sche Kegelschnitte. Es sind dieses die Schnittcurven von 
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beliebigen Kegeln zweiter Ordnung mit einer Engel, deren Ra- 
dius == 1 nnd deren Mittelpunkt in der Spitze der Kegel liegt. 
Das Bogenelement da^ des durch A® = 1 und X' = C 
bestimmten sphärischen Kegelschnittes wird demnach, wenn 
wir, um abzukürzen, setzen: 

(m - ^'' = ("' + ^') ("' + ^') ("" + ^'^' 

^ ^ • • • ^"2 ^ («0 ^ ;t") («' ^ ;i") (a" + A"); 

aus (50) erhalten gleich: 

(63) rfaj = i • ^^^''^P dk" , 

woraus man durch Integration und Multiplication mit 4 den 
ganzen Umfang U' der sphärischen Ellipse erhält, 
welche durch die Gleichungen A® = 1 und A' = C gegeben ist: 


— a. 


(64) U' = 2'j ^^^'^P dX\ 


Diese Gleichung geht, wenn man A' = — a" setzt, über in : 


dl" 


(65) 2ic=^2 C -—= _, 

weil in diesem Falle die sphärische EUipse ein grosster Kugel- 
kreis wird. Die Richtigkeit dieser Integrd-Formel lässt sich 
leicht direct nachweisen. 

Das Plächenelement dF auf der Kugeloberfläche erhält 
man aus (52) gleich: 

(66) . dF = \^^^^dk' dX'\ 

und daraus den Flächeninhalt F' der sphärischen El- 
lipse, welche durch A^ = 1 und A' == C" gegeben ist, durch 
Integration und Multiplication mit 4, nämlich: 

(67) F'= C f ^^'jp dX dA". 

— tfo — a' 
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Dieser Flächeninhalt wird gleich der halben Kugeloberfläche, 
wenn A' = — a\ Man hat daher die merkwürdige Integral- 
Formel: 


— OL — a 


(68) 2 « =1* Jl^-;^ dX' <U'. 


— «0 -^a' 


Das Körperelement dK erhält man aus (54): 
(69) dK=^ ^ ^y ~ ^"^ dX^ dk' dr 


und durch Integration und Multiplication mit 8 den körper- 
lichen Inhalt K der Kugel mit dem Radius j/A^: 


— a^a' 


(70) K = \ '^^ rj-^^- ^ ^^ '^^"y 


— cfi—a' 


woraus ebenfalls die Integral -Formel (68) hervorgeht, wenn 
man für den körperlichen Inhalt der Kugel seinen bekannten 
Werth setzt. 

Schliesslich wollen wir noch eines Principes Erwähnung 
thun, welches dazu dient, gewisse Doppelintegrale auf ein- 
fache Integrale zurückzuführen. Dieses Princip leiten wir aus 
dem bekannten Satze der sphärischen Trigonometrie her, dass 
jeder Winkel eines sphärischen Dreiecks, zu der ihm ent- 
sprechenden Seite des Polardreiecks addirt, 7t giebt. Aus diesem 
Satze folgt unmittelbar, dass der Flächeninhalt eines 
sphärischen Dreiecks, zu dem umfange seines Polar- 
dreiecks addirt, 2jr giebt. 

In dieser Fassung lässt sich der angegebene Satz leicht 
auf sphärische Polygone ausdehnen , so wie auf irgend welche 
geschlossene Curven auf der Oberfläche einer Kugel, deren 
Radius = 1 ist. Wenn man nämlich imter Polarcurve einer 
gegebenen Curve auf der Kugeloberfläche diejenige versteht, 
welche von dem grössten Kreise berührt wird, dessen Pol die 
gegebene Curve beschreibt, so hat man als Erweiterung des 
angegebenen Satzes folgenden: 
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Die Summe des Flächeninhaltes einer sphäri- 
schen geschlossenen Curveunddes Umfanges ihrer 
Polarcurve ist gleich 2ä. 

Da sich nun der Flächeninhalt einer sphärischen Curve 
als ein Doppelintegral darstellt, der Umfang der Polarcurve 
aber als ein einfaches Integral ^ so sieht man, wie, auf diesen 
Satz gestdizt, gewisse Doppelintegrale auf einfache Integrale 
zurückgeführt werden können. 

Als ein einfaches Beispiel solcher Zurückfährungen bietet 
sich die sphärische Ellipse dar, welche von dem Kegel begrenzt 
wird: 

>-+ r i- „' + x^ -r «" 4. r ~ ^ ' 

deren Polarellipse nach (15) der yierzehnteh Vorlesung von 
dem Kegel: 

(«« + A')^/ + («' + A-)^,* + («" + nß-i" = 
begrenzt wird. 
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Linien auf dem Ellipsoid. 


Die Yariations-Rechnung lehrt die Differentialgleichungen 
der kürzesten Linien auf Oberflächen entwickeln und ermit- 
telt ans denselben durch geometrische Interpretation Eigen- 
schaften dieser Linien. Unter diesen findet sich die charakte- 
ristische Eigenschaft der kürzesten Linien auf einer Oberfläche^ 
dass die Schmiegungsebene der kürzesten Linie in 
jedem ihrer Punkte durch die in diesem Punkte er- 
richtete Normale der Oberfläche hindurchgeht. 
Denn, wenn eine Gurve auf der Oberfläche diese Eigenschaft 
hat, so ist sie eine kürzeste Linie auf derselben. Wir nehmen 
diese charakteristische Eigenschaft der kürzesten Linie als 
Definition derselben an, um daraus ihre Differentialgleichung 
herzuleiten. 
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Es seien /So; /^i > ß2 ^^^ Coordinaten eines beliebigen Punk- 
tes p einer durch ihre Gleichung gegebenen Oberfläche: 

(1) u = 0. 

Es seien femer ß^ + dß^^ ß^ + dß^j ß^ + dß^ die Coordi- 
naten eines beliebigen , aber dem Punkte jo unendlich nahen 
Punktes q^ der Oberfläche. Da diese Coordinatei» auch der 
Gleichung (1) genügen müssen, so hat man: 

wenn man, um abzukürzen, setzt: 

/o\ du du du 

Wenn man die Gleichung (1) von der darauf folgenden 
abzieht imd die höheren Potenzen der unendlich kleinen Grö- 
ssen dß^y dj9|, dß^ gegen die niederen vernachlässiget, so 
erhält man die Gleichung einer durch den Punkt p gehenden 
Ebene : 

(3) %dß^ + u^dß^ + u^dß^ = 0, 

bezogen auf ein, dem zum Grunde gelegten Coordinatensysteme, 
paralleles, Coordinatensystem, dessen Anfangspunkt in dem 
Punkte jp liegt, indem die unendlich kleinen Grössen dß^, dß^y 
dß^ die Coordinaten des Punktes q in diesem Sinne vorstellen. 
Es beweiset dieses, dass der, dem Punkte jp unendlich 
nahe Punkt q bei seiner Bewegung auf der Oberfläche einen 
Theil der Ebene (3) beschreibt, der Tangentenebene der 
Oberfläche in dem Punkte j). Die Normale der Ober- 
fläche, das ist die Normale der Tangentenebene in dem Be- 
rührungspunkte, bildet demnach mit den Coordinatenaxen 
Winkel, deren Cosinus sich verhalten wie: 

Schmiegungsebene ein^r Curve imRaume in einem 
gegebenen Punkte p der Curve wird diejenige Ebene genannt, 
welche durch den gegebenen Punkt und durch zwei andere 
Punkte der Curve geht, die dem gegebenen unendlich nahe 
liegen. 
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Um die Gleichung der Sclimiegungsebene in symmetrischer 
Form zu erhalten^ werden wir annehmen, dass die Coordinaten: 

eines beliebigen Punktes p auf der gegebenen Curve als Func- 
tionen der einen unabhängigen Variabein t gegeben seien. 
Aus densep)en erhält man die Coordinaten des, dem Punkte^ 
unendlich nahen, Punktes q der Curve, indem man für i setzt 

ßo + ßo^^y ßi + ßi^^ y ßi + ß'i^^^ y 

wo ß^'y ß^j ß2 die Differentialquotienten der Coordinaten nach 
der unabhängigen Yariabeln t bedeuten. Setzt man in diesen 
'Ausdrücken für t wieder t -{- dt, so erhält man die Coordi- 
naten eines dritten, unendlich nahen Punktes r der Curve: 

ßo + 2 ß,'dt+ß,''dt^ ß, + 2ß;dt+ß,''dt\ ß, + 2ß,'dt+ß,"dt\ 

Diese Coordinaten beziehen sich auf das ursprüngliche 
Coordinatensystem. Verlegt man jedoch den Anfangspunkt 
in den Punkt p, so werden die Coordinaten des ersten Punk- 
tes sämmtlich 0, und die Coordinaten der beiden anderen Punkte 
q und r werden: 

ßodty ß\dtj ß^dt , 

2ß^'dt + ß^''df, 2ß;dt'\-ß{'d{^, 2ß^dt + ß{dt\ 

Sind nun: 

X, r, z 

die Coordinaten eines beliebigen Punktes s, rücksichtlich des 
letzteren Coordinatensystemes, so erhält man die Bedingung, 
dass die vier Punkte p^ q, r, s m einer und derselben Ebene 
liegen, wenn man die aus den angegebenen 9 Coordinaten 
gebildete Determinante gleich setzt. Es ist dieses die Glei- 
chung der Schmiegungsebene, welcher man nach Satz (29) 
und (30) der siebenten Vorlesung und mit Weglassung des 
Factors di? folgende Gestalt geben kann : 


ff 

"i 


= 0. 


ßo\ ßi ß2 

(4) ßo', ßC ß. 

Hesse, aualyt. Geometr. d. Baumes. 2. Aufl. 21 
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Nimmt man nun an, dass die Curve auf der Oberfläche 
(1) ti = liege, so erhält man aus der letzten Gleichung die 
Bedingungsgleichung, welche für jeden Punkt p der Curve 
erfüllt werden muss, wenn die Normale der Oberfläche in der 
Schmiegungsebene der Curve liegen soll: 


(5) 


ß^i ßu ß2 ' 
ßo'y ßi'f ß^ I = 


Mo , Wi , Mj 


Es. ist dieses die Diflferentialgleichung der oben definirten 
kürzesten Linie der Oberfläche, welche in der Zusammenstel- 
lung mit der Gleichung m = der Oberfläche die kürzeste 
Linie derselben analytisch ausdrückt. Vollständig entwickelt 
hat sie die Form: 

(6) (M,^2"-%^,")^«'+Mo"-«o^2")^.'+(«o/J/'-«./'«"W=0- 

Da die kürzeste Linie ganz auf der Oberfläche m = liegt, 
so muss diese letzte Gleichung, wenn man die Werthe der 
Coordinaten ^q, ^„ ß^, ausgedrückt als Functionen der unab- 
hängigen Variabein t, einsetzt, unabhängig von den beson- 
deren Werthen von ir, erfüllt werden. Die Gleichung m = 
muss dadurch eine identische Gleichung in t werden. Durch 
einmalige und zweimalige Differentiation erhält man daher 
wieder identische Gleichungen: 

(7) u,ß,' + u,ß{ + mA' = , 

(8) MoA' + <ß{ + <ß2 + ^O^o" + ^ißC + ^2ß2 = , 

welche man dazu benutzen kann , die Differentialgleichung (6) 
der kürzesten Linie der Oberfläche umzuformen und zur In- 
tegration geschickt zu machen. 

Bestimmen wir zu diesem Zwecke die Verhältnisse von 
ßdy ßn ßi ö^®^ vielmehr diese, mit einem unbestimmten Factor 
ft multiplicirten. Grossen selbst aus den Gleichungen (6) und 
(7), so erhalten wir für die erste dieser Grössen: 
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und mit Rücksicht auf (8): 

f^ßo = ßo"« + «,' + «2") + «ßo + <ßx + <ßt')- 
Wir haben daher: 

/t^o' =^ ß^W + «1' + %*) + «ßö + <ßi + <ßz), 

iiß,' = jj,>«* + «,' + V) + ^«ßo' + <ß: + <ß,y 

Der Factor fi in diesen Gleichungen lässt sich auf dop- 
pelte Weise symmetrisch ausdrücken. Denn multipUcirt man 
diese Gleichungen respective mit ß^', /S/, ß^ und addirt^ so 
erhält man den gesuchten Factor in der einen Ausdrucksweise : 

,, _ w + t^i' + uj) (Po V 4- ßiPr + ß2%i 

Multiplicirt man dagegen dieselben Gleichungen respective mit 
Uq, u^'y U2 und addirt; so erhält man: 


Zieht man den ersten angegebenen Werth von /u von dem 
letzten ab und dividirt durch Uq^ -|- U{^ + Wj^^ ^^ erhält man 
folgende Form der Differentialgleichung der kürzesten Linie 
auf der gegebenen Oberfläche u = 0: 

^^ <ßo+<ßi'+<ß2 ^ V + V + W.' ßo' + ß:' + ß2' 

Auf diese Form der Differentialgleichung (5) der kürze- 
sten Linie auf der Oberfläche u = kommt man unmittelbar, 
wenn man jene in Determinanten-Form gegebene Gleichung 
(5) multiplicirt mit der Determinante: 


Mo» 

«1, 

Mj 

ßo) 

ßü 

ß2 

<> 

Ml', 

U,' 


welche, gleich gesetzt, [wie wir in einer späteren Vorlesung 
über die Krümmungscurven der Oberflächen nachweisen wer- 
den] die Krümmungscurven der Oberfläche u = ausdrückt, 
und hierauf dividirt durch das Product: 

21* 
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ißo' + ß^' + ß,') « + < + %') {<ßo + <ßi + «a'i»/) 

Von den drei Brüchen, aus welchen die Gleichung (9) 
zusammengesetzt ist, sind die beiden letzten die vollständigen 
Differenlialquotienten der Ausdrücke: 

■^log (V + V + V)> 
i log (^o'^ + ßx''+ß2'y 

Aber auch der erste Bruch wird ein vollständiger Diife- 
rentialquotient des Ausdruckes: 

wenn man voraussetzt, dass: 

(10) u.'ßo" + u;ß," + U,%" = Mo"/3o' + <ßl + <ß2- 

Unter dieser Voraussetzung hat man das erste Integral 
der Differentialgleichung (9) mit der willkürlichen Constante c: 


Die unmittelbare Ableitung der Gleichung (9) aus der Gleichung (5) 
ist einer Mittheilung des Dr. Gehring entnommen. Derselbe suchte 
den Factor auf, mit dem die Gleichung (5) zu multipliciren sei, um sie 
auf die Form (9) zurückzufuhren. Die angegebene, geometrische Be- 
deutung des, gleich gesetzten, Factors ergab sich dann von selbst. 
Man kann demnach kurz sagen: 

„Unter der Voraussetzung von Oberflächen zweiter Ordnung ist 
„die Differentialgleichung der Krümmungscurve der integrirende Fac- 
„tor der kürzesten Linie. 

Es ist dieser Geh ring 'sehe Satz nichts anderes, als eine Concen- 
tration der algebraischen Operationen, Vielehe wir ausgeführt haben, 
um die Differentialgleichung (5) in die Form (9) zu bringen und sie 
dadurch für die, in (11) vollführte, Integration geschickt zu machen. 

Man wird kaum Bedenken haben, die Gleichung (11) als ein erstes 
Integra] der Differentialgleichung (5) der kürzesten Linie auf det Ober- 
fläche «* = der zweiten Ordnung zu erklären. Und doch kann man 
daran zweifeln. 

Da nämlich die Gleichung (9) das Product ist zweier Differential- 
gleichungen, der Krümmungscurve und der kürzesten Linie, so drückt 
dieselbe Eigenschaften aus, sowohl der einen, als der anderen Curve. 
Ihr Integral (11) könnte eben so gut der einen, wie der anderen Curve 
angehören. 
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Man überzeugt' sich leicht, dass die Bedingungsgleichung 
(10) erfüllt wird, wenn die gegebene Oberfläche u = von 
der zweiten Ordnung ist. Nehmen wir daher an, die gegebene 
Oberfläche sei das Ellipsoid: 

so erhalten wir aus (11) die erste Integralgleichung der kür- 
zesten Linie auf demselben: 

( ßo' , _ ß,* , ßt' \( dß,* , dßl^ , dß,' \ 

oder mit Berücksichtigung der ersten Formel (25) der vorher- 
gehenden Vorlesung und nach Multiplication mit Bq^: 


Dass dieses Integral (11) der Krümmungscurve nicht angehören kann, 
möchte man vielleicht daraus schliessen, dass das Integral der Differen- 
tialgleichung (11), der Krümmungscurve angehörig, dann zwei willkür- 
liche Constanten enthielte. Aber dieser Schluss scheint unsicher, weil 
man der wirklichen Integralgleichung der Krümmungscurve mit ihrer 
willkürlichen Constante immer noch eine zweite willkürliche Constante 
etwa dadurch beigeben kann^ dass man die Gleichung der Oberfläche 
mit einer willkürlichen Constante multipHcirt und zur Integralgleichung 
addirt. Wenn man an Stelle der ebengenannten, willkürlichen Con- 
stante eine willkürliche Function der Variabeln nehmen wollte , so würde 
die Zahl der willkürlichen Constanten in der Integralgleichung sogar 
unbegrenzt sein. 

Es schwindet aber jedes Bedenken, wenn man durch Einführung 
der elliptischen Coordinaten die Differentialgleichung (11) transformirt 
in (16) und die Differentialgleichung der Krümmungscurve auf Grund 
von (45) der zweiundzwanzigsten Vorlesung, da Xq eine Constante ist, 
in die Gleichmig dX\ dX^ ==0 umwandelt, wovon ausführlicher in der 
späteren Vorlesmig über die Krümmimgscurven die Rede sein wird. 

In dieser Form sieht man es zu deutUch, dass die, in (15) trans- 
formirte, Gleichung (11) und die transformirte Gleichung der Krüm- 
mungscurven dX^dX2=^0 sich widersprechen. Es gehört darum das 
Integral (11) nicht der Krümmungscurve zu, sondern ausschliesslich der 
kürzesten Linie auf der Oberfläche zweiter Ordnung. 
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Diese Differentialgleichung muss mit Zuziehung der Glei- 
chung (12) des gegebenen EUipsoides nochmals integrirt wer- 
den, wenn man die Oberfläche erhalten will, welche das ge- 
gebene EUipsoid in der kürzesten Linie auf demselben schneidet. 
Doch bevor wir diese letzte Integration imternehmen, wollen 
wir eine geometrische Interpretation der vorliegenden Diffe- 
rentialgleichung (13) vorangehen lassen. 

Die Differentialgleichung (13) von der ersten Ordnung, 
aber vom zweiten Grade, weil in ihr die Differentiale der 
Variabein in der zweiten Potenz vorkommen, stellt bei unver- 
änderlichem Werthe der Constante c nicht eine, sondern zwei 
verschiedene kürzeste Linien dar, welche von dem, durch die 
Coordinaten ß^, ß^, ß^ bestimmten Punkte jp des EUipsoides 
(12) ausgehen. Sie stellt, wenn man die Differentiale dßQ, 
dßij dß^ als variable, rechtwinklige Coordinaten betrachtet, 
einen Kegel zweiter Ordnung dar mit der Spitze^. Die Schnitt- 
linien der Tangentenebene des EUipsoides (12) in dem Punkte 
p und des Kegels sind die Tangenten der beiden von dem 
Punkte p ausgehenden, kürzesten Linien auf dem EUipsoid. 

Um auf die Natur dieser beiden Tangenten näher einzu- 
gehen, transformiren wir die Gleichung des genannten Kegels, 
welche sich, wenn wir für dß^y dß^, d/Sj respective setzen 
Xj y, z, also darstellt: 

(-^ + ^ + -A-r\ + c^o'(^' + »' + ^') = 0, 

durch die Substitutionen (4) der vorhergehenden Vorlesung auf 
ein rechtwinkliges Coordinatensystem, von welchem zwei Axen 
in dem Punkte p Tangenten sind der von diesem Punkte aus- 
gehenden Krümmungscurven des EUipsoides. 

Diese Transformation der beiden Theile der Kegelgleichung, 
aus welchen sie besteht, findet man bereits durchgeführt in 
(33) und (1) der vorhergehenden Vorlesung. Setzt mian in der 
so transformirten Gleichung des Kegels X = 0, um die Glei- 
chung der Schnittlinien des Kegels und der Tangentenebene 
des EUipsoides in dem Punkte p zu erhalten, so ergiebt sich: 

als Gleichung der beiden Tangenten der kürzesten Linien in 
dem Punkte p auf dem EUipsoid. 
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Aus der Form dieser Gleichung, in- welcher nur die Qua- 
drate der Yariabeln vorkommen, ist ersichtlich, dass die neuen 
Coordinat«naxen die von den beiden Tangenten gebildeten 
Winkel halbiren. Deshalb hat man den Satz: 

Die in einem gegebenen Punkte des Ellipsoides 
sich senkrecht schneidenden, beiden Krümmungs- 
curven des Ellipsoides halbiren die Winkel, welche 
die durch denselben Punkt gehenden, beiden kür- 
zesten Linien bilden, die demselben Wer the derCon- 
stante c der ersten Integration entsprechen. 

Es bleibt noch übrig, die beiden von dem Punkte p aus- 
gehenden, kürzesten Linien des Ellipsoides geometrisch zu defi- 
niren, welche demselben Werthe der Constante c der ersten 
Integration entsprechen. Zu diesem Zwecke, und um zugleich 
die letzte Integration der Differentialgleichung (13) der kür- 
zesten Linie vorzubereiten, transformiren wir dieselbe in ellip- 
tische Coordinaten durch die Formeln (46) und (47) der vorher- 
gehenden Vorlesung, welche in dem vorliegenden Falle, wo 
Ay eine gegebene Grösse, also (1X^ = ist, die einfache Ge- 
stalt annehmen: 

I «f _L_ 1 "1 « _I_ 1 .1 Ti t ' 1 1 ' I 


J A 

wenn wir berücksichtigen , dass: -^--^=- — ^-und-^v-^=I — -, • 

Durch diese Transformation geht die Differentialgleichung 
(13), wenn wir ferner berücksichtigen, dass nach (48) und 
(10) der vorhergehenden Vorlesung ist: 

y/o* == B,^ (A„ - A.) (Ao - l,) , 
A,^ = B,^ {X, - X,) {X, - X,) , 
A^^ = B^ (A, - l^ (Ao - Aj), 

und der Kürze wegen die neue Constante y einführen durch 
die Gleichung: 

(14) Ao + c^o' = y, 
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über in: 

^ ' ^1— y ^1* 7 — ^2^2 

Zerlegt man diese Differentialgleichung in ihre beiden 
linearen Factoren, so erhält man die, derselben Constante c 
(wofür man auch die Constante y nehmen kann) der ersten 
Integration entsprechenden Differentialgleichungen der, von 
demselben Punkte des EUipsoides ausgehenden, kürzesten Linien 
auf demselben: 


VW-X,) dX, y{X'o — X^) dX, 


(16) 


Ka.-yT ^t yiy-x^)'^2 


= 0, 


K(Ao - X ) dX, , y(K"- X^) dX^^Q 

ViM-y) ^i K(y - ^2) ^2 


Da in diesen Gleichungen die Variabein nur gesondert 
vorkommen, so kann man die Gleichungen integriren und 
erhält dadurch die von Jacobi gefundenen Gleichungen der 
Oberflächen selbst, welche das gegebene EUipsoid (12) in den 
besprochenen, kürzesten Linien schneiden: 


f Vih-x,) dx, _ r V{x,^x^) dx^ ^ 
(17) ^ y^^^^) ^* J K(y-T2J ^2 

/ Kö^"^) dx, , fViK^TQ dx^ ^ 


^o 


Diese beiden kürzesten Linien auf dem EUipsoid werden 
sich nun in einem Punkte p des EUipsoides schneiden. Der 
• Schnittpunkt jp kann auf dem EUipsoid beliebig gewählt wer- 
den , weil jedem Punkte p gewisse Werthe der willkürlichen 
Constanten c, und c^ entsprechen, wie umgekehrt. 

Nehmen wir nun an , dass der willkürlichen Constante y 
der ersten Integration • ein bestimmter Werth zuertheilt sei, 
so schneidet jede der beiden angegebenen, kürzesten Linien 
(17), welche von einem durch die Constanten c^ und c^ be- 
stimmten Punkte p des EUipsoides ausgehen, die durch die 
Gleichung: 

(18) X,=.y 
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gegebene Krümmungscurve, und zwar die erste in einem 
Punkte ^j5 die andere in einem Punkte q,^. 

Es wird sich sogleich zeigen ; dass diese Punkte nicht 
wirkliche Schnittpunkte, sondern Berührungspunkte der ge- 
nannten Curven sind. 

Die elh'ptischen Coordinaten des ersten Schnittpunktes 
q^ sind A^, Aj = y, Aj, von welchen die letztere Coordinate 
I2 in der ersten Gleichung (17) dadurch bestinunt ist, dass, 
nach voUführter Integration, Aj den Werth y annimmt. Der 
dem Punkte q^ unendlich nahe Punkt der kürzesten Linie hat 
die Co(M:dinaten Aq, y + ^^i> K 4* ^^2 ^^^ zwischen dk^ und 
dk^ besteht die erste Gleichung (16). Diese Gleichung giebt 
für k^ = y den entsprechenden Werth von dk^ = für die 
kürzeste Linie, und die Gleichung (18) dA, = für die Krüm- 
mungscurve. Deshalb berührt die kürzeste Linie in dem Punkte 
q^^ die Krümmungscurve (18). 

Ebenso berührt die zweite kürzeste Linie (17) dieselbe 
Krümmungscurve (18) in dem Punkte q^, in welchem sie die 
genannte Curve trifft. 

Hiernach stellt die Differentialgleichung (13) zwei kür- 
zeste Linien auf dem Ellipsoid dar, welche eine und dieselbe 
Krümmungscurve des EUipsoides berühren , und der oben an- 
gegebene Satz lässt sich rein geometrisch also wiedergeben: 

Die in einem gegebenen Punkte des EUipsoides 
sich senkrecht schneidenden Krümmungscurven 
desselben halbiren in diesem Punkte die, von den 
beidendurchihn gehenden, kürzestenLinien, welche 
irgend eine Krümmungscurve des EUipsoides be- 
rühren, gebildeten Winkel. 

Wir thun noch des Falles Erwähnung, wo die ultraellip- 
tischen Differentiale in den Differentialgleichungen (16) der 
kürzesten Linien auf dem Ellipsoid auf elliptische Differentiale 
zurückkommen. Es ist dieses der Fall, wenn die willkürliche 
Constante c der Integration den Werth und deshalb nach 
(14) die Constante y den Werth A^ hat. Hierdurch reduciren 
sich die Differentialgleichungen (16) auf: 
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und die Differentialgleichung (13) der kürzesten Linie^ woraus 
diese Gleichungen durch üebertragung in elliptische Coordi- 
naten hervorgegangen sind, auf: 

dßo^ _l_ <^Pl* _L dß} r. 


Es ist dieses offenbar die Differentialgleichung einer spe- 
ciellen Art der kürzesten Linien auf dem EUipsoid: • 

"T r—TT" "T ^ 11 — i — U. 


I 

Wir behaupten , dass sie die Differentialgleichung sei der 
geraden Linien auf dem EUipsoid. Wir werden diese Be- 
hauptung dadurch rechtfertigen, dass wir nachweisen, wie die 
Gleichung jeder geraden Linie auf dem EUipsoid der letzten 
Differentialgleichung genügt. 

Zu diesem Zwecke drücken wir die Coordinaten ß^^, /3,, ß^ 
eines beliebigen Punktes auf einer geraden Linie, nach der 
Vorschrift von (7) der sechsten Vorlesung durch eine unab- 
hängige Variable r aus, wie folgt: 

ß2=P2 + 9l2^' 

Soll nun diese, durch die 6 Gonstanten Pq, P\yP2i %y 2i> ^2 
bestimmte, gerade Linie auf dem EUipsoid liegen, so muss, 
wenn man die Werthe der Coordinaten von /Jq, /S^, /Jj in die 
Gleichung des EUipsoides einsetzt, diese Gleichung unabhängig 
von dem Werthe von r erfüllt werden. EKeraus gehen fol- 
gende drei Bedingungen hervor: 


_i_ J^t I ^t 1 


Poqo I Pi2t I Pt^t 


I I'i^t I /^f!£f __ Q 
«0 + ^0 «1 + ^0 «1 + ^0 ' 

«0 + ^0 «1 + ^0 «8 + ^0 
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Wenn diese Bedingungsgleichungen erfüllt werden^ so 
liegt die gerade Linie auf dem Ellipsoid. Da dieselben aber 
nicht alle 6 Gonstanten bestimmen^ so hat man unendlich 
viele gerade Linien auf dem Ellipsoid. Für jede derselben 
hat man die Differentiale der Coordinaten: 

welche auf Qrund der zuletzt angegebenen Gleichung^ in die 
Differentialgleichung der kürzesten Linie gesetzt ^ dieser Glei- 
chung genügen. 

Das Ellipsoid enthalt nur imaginäre gerade Linien auf 
seiner Oberfläche ^ was die dritte der angegebenen Bedingungs- 
gleichungen beweiset. Denn man kann keine reellen Werthe 
von q^, q^y q^ finden, welche dieser Gleichung genügen. 
Ebenso kann man keine reellen Werthe von dß^, dß^y dß^ 
angeben, welche der Differentialgleichung der geraden Linie 
auf dem Ellipsoid genügen. Offen zu Tage tritt das Imagi- 
näre in den beiden ersten, durch elliptische Differentiale aus- 
gedrückten Gleichungen der geraden Linien auf dem Ellipsoid. 

Obgleich diese Gleichungen keine eigentliche, geometrische 
Interpretation gestatten, so haben wir doch hier auf sie auf- 
merksam machen wollen, weil die gleiche Untersuchung der 
kürzesten Linien auf dem Hyperboloid mit einer Mantelfläche 
auf ähnliche, aber reelle Differentialgleichungen der geraden 
Linien auf dieser Oberfläche zurückführt. 

Um die Länge s der kürzesten Linie auf dem Ellipsoid 
auszudrücken , gehen wir zurück auf die Formel (49) der vor- 
hergehenden Vorlesung, welche, wenn man den Werth von 
P aus (48) einsetzt und bemerkt, dass in dem vorliegenden 
Falle dAj) = ist, die Gestalt erhält: 

^«^ = ^' {('lo - -ll) ^ + (A« - >l2) -^} • 

Setzt man in dieselbe den Werth von dX^ aus einer der Glei- 
chungen (^16) ein, so erhält man durch Ausziehen der Quadrat- 
wurzel : 

äs - [^l, - l,) y===^^ 
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Benutzt man aber die Gleichungen (16), um die Variabein 
zu sondern, so erhält man ds^ für die eine kürzeste Linie 
und ds2 für die andere kürzeste Linie in der von Jacobi 
angegebenen Form: 

(19) . ^' ^^' 

Die Länge s^ der ersten kürzesten Linie wollen wir rech- 
nen von dem Berührungspunkte derselben mit der Krümmungs- 
curve (18) , welcher die elliptischen Coordinaten habe ^i=y 
und ^2 = Aj', bis zu dem Schnittpunkte p mit der zweiten kür- 
zesten Linie, welcher die elliptischen Coordinaten habe Aj und 
^2- Die Länge ^j der zweiten kürzesten Linie rechnen wir 
von dem zuletzt genannten Schnittpunkte p bis zum Berüh- 
rungspunkte mit der Krümmungscurve (18), welcher die ellip- 
tischen Coordinaten X^ = y und Aj = A2" habe. Alsdann er- 
halten wir durch Integration von (19) : 


(20) 


52 = 


und durch Addition dieser beiden Gleichungen: 

XJ' 


dX. 


(21) s, + s, =J Vir—x^) /{x,— X.,) 2^^ 

1. 

+ 2j /(v:^K(V=:ij||. 

y 

Diese Summe wollen wir in Verbindung bringen mit der 
Länge des von den beiden Tangirungspunkten begrenzten 
Bogens der Krümmungscurve (18). Das Differentiale dieses 
Bogens s erhalten wir aus der letzten Gleichung (50) der 
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vorhergehenden Vorlesung, wenn wir setzen s für a.^ und y 
für k^y nämlich: 

ds = /o-i;) ViK^T) i-i ' 

woraus durch Integration zwischen den angegebenen Grenzen 
hervorgeht: 

K 

(22) s =y j/j^;zj;)y(x;irQ^ . 

Ziehen wir diese Gleichung von (21) ab, so erhalten wir: 

(23) ... s,+s,^s = 2jy(k,-y) /(A^AJ g^ • 

r 

Dieser Ausdruck von «i + «2 — ^ ^®^ unabhängig von der 
elliptischen Coordinate X^ ^^^ Punktes p, in welchem sich die 
betrachteten kürzesten Linien auf dem Ellipsoid schneiden. 
Er bleibt ungeändert für alle Werthe dieser Coordinate, wenn 
nur die andere elliptische Coordinate einen bestimmten, unver- 
änderlichen Werth Cj hat. Es beschreibt daher der Punkt p 
die Krümmungscurve : 

wenn der Ausdruck Sj + Sj — s ungeändert bleibt. 

Dem hierdurch bewiesenen Satze von M. Roberts kann 
man, wenn man die Eigenschaft der auf Oberflächen gespann- 
ten Fäden voraussetzt, dass sie sich in den kürzesten Linien 
der Oberflächen krümmen, folgenden Ausdruck geben: 

Wenn man um eine Krümmungscurve eines ge- 
gebenen Ellipsoides einen geschlossenen Faden 
schlingt und diesen Faden durch einen Stift auf 
dem Ellipsoide spannt, so beschreibt der Stift bei 
seiner Bewegung eine zweite Krümmungscurve des 
Ellipsoides von derselben Art. 

Wir wollen noch bemerken, dass, im Falle die Krüm- 
mungscurve Aj = Cj, auf welcher der sich bewegende Punkt 2> 
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liegi; der Krümmungscurve ^i = y unendlich nahe ist, das 

zweite Integral im Ausdrucke (21) wegen des Factors ^(A^— y) 
unter dem Integralzeichen gegen das erste unendlich klein 
wird, und dass im Grenzfalle, wenn beide Krümmungscurven 
zusammenfallen, die Ausdrücke (21) und (22) einander gleich 
werden. 


Viemndswanzigste Vorlesung. 
Focalcurven der Oberflächen zweiter Ordnung. 


Wenn die Gleichung irgend einer Oberfläche zweiter Ord- 
nung mit einem Mittelpunkte in rechtwinkligen Punktcoordi- 
naten gegeben ist in der Form: 

(1) ^-|_Z! + j?L_p2 = o, 

^ ^ «0 «'l «2 

SO ist nach der in der zweiundzwanzigsten Yorlesung aufge- 
stellten Definition das System der mit ihr confocalen Ober- 
flächen zweiter Ordnung gegeben: 

in welchem die gegebene Oberfläche selbst mit inbegriffen ist. 

Durch Uebertragung dieser beiden Gleichungen nach der 
in der zehnten Vorlesung angegebenen Vorschrift in Ebenen- 
coordinaten, nehmen dieselben die Gestalt an: 

(3) aoC^ + «i^+«2^ — -B^=0, 

(4) (a,ü^ + air^ + a.,W^—S^) + X(lP+ P+ TF^) = 0. 

Unter den, durch die letzte Gleichung mit dem willkür- 
lichen Factor A dargestellten, confocalen Oberflächen giebt es 
auch Grenzflächen, für welche der Factor A und die Coordi- 
naten U, V, W, R der Ebenen, in welchen sie liegen, nach 
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den Auseinandersetzungen der fünfzehnten Vorlesung durch 
folgende Gleichungen zu bestimmen sind: 

(«, + A) r=o, B = 0. 

Diesen 4 Gleichungen kann durch folgende 4 Werthe von 
A genügt werden: 

und dem entsprechen folgende 4 Grenzflächen : . 

,5^ (a, -ao)F^ + («2-«o)^'-i2' = 0, 

{a,-a,)lP+{a^-a,)W^—B^ = 0, 
{a, — a,) m + {a,-a,,) F^ - E^ _ o. 

Die erste derselben liegt in der Ebene, welche in das Un- 
endliche fallt und entgeht daher der geometrischen Anschauung. 

Die drei anderen Grenzflächen werden begrenzt durch die 
in Punktcoordinaten ausgedrückten Kegelschnitte: 

^!- + -^' 1« = 0, 

«, — «0 «1— «0 

(6) -^L_ + _^! p2 = o, 


«0 — *fi *i — <*« 

von welchen jeder in einer der drei, die Hauptaxen der con- 
focalen Oberflächen verbindenden. Ebenen liegt. 

Denn betrachtet man zum Beispiel die in l veränderliche 
Oberfläche (2) in dem Zustande , in welchem sie sich der vier- 
ten Grenzfläche nähert, indem man setzt X = — «2 + ^? ^^^ 
versteht unter e eine verschwindend kleine Grösse, so hat man 
die Gleichung der Oberfläche in Punktcoordinaten: 

— ^-+ ?l-- + ^-F^=.0. 

«0 — Cfg + « ttj — «2 + 6 ' B 

Aus welcher Gleichung zu ersehen ist, dass nur verschwin- 
dend kleine Werthe von Z derselben genügen können, und 
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dass im Grenzfalle die dritte Gleichung (6) den in der XY- 
Ebene gelegenen Kegelschnitt ausdrückt, welcher die Grenz- 
fläche begrenzt. 

Schliesst man die im Unendlichen gelegene Grenzfläche 
aus, so bleiben noch drei endliche Grenzflächen übrig, welche 
von den drei Kegelschnitten (6) begrenzt werden. 

Wenn man annimmt, dass: 


(7) «0 > «1 > « 


2 ; 


SO wird der erste Kegelschnitt imaginär, der zweite eine Hyper- 
bel, der letzte eine Ellipse. 

Man nennt diese drei, die Grenzflächen der confocalen 
Oberflächen zweiter Ordnung begrenzenden, Kegelschnitte die 
Focalcurven der confocalen Oberflächen zweiter Ordnung. 
Die Focalellipse liegt in der Ebene der grössten und mitt- 
leren Axe der confocalen Ellipsoide, dieFocalhyperbel liegt 
in der Ebene der grössten und kleinsten Axe, die imaginäre 
Focalellipse liegt in der Ebene der beiden kleinsten Axen 
der confocalen Ellipsoide. 

Die Ebenen, in welchen die reellen Focalcurven liegen, 
stehen auf einander senkrecht, und die eine Focalcurve geht 
immer durch die Brennpunkte der anderen. Wir drücken die 
letztere Bemerkung so aus : „die beiden Punkte auf der einen 
reellen Focalcurve, welche in der Ebene der anderen liegen, 
sind die Brennpunkte der letzteren," um sie als einen speciel- 
len Fall des allgemeinen Satzes aufzufassen: 

Irgend zwei Punkte der einen reellen Focal- 
curve haben die Eigenschaft der Brennpunkte in 
Rücksicht auf die andere reelle Focalcurve, dass 
die Summe oder die Differenz der von ihnen nach 
einem veränderlichen Punkte der anderen reel- 
len Focalcurve geführten Strahlen eine constante 
Grösse ist. 

Dieser Satz lässt sich auch umkehren, wie folgt: 

Wenn zweiPunkte imRaume die genannte Eigen- 
schaft der Brennpunkte haben in Rücksicht auf 
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einen beliebig gegebenen Kegelschnitt, so liegen 
diese beiden Punkte auf der dem Kegelschnitte ent- 
sprechenden zweiten Focalcurve. 

Von der weiteren Begründung dieser beiden merkwürdigen 
Sätze Können wir hier absehen ; da wir von ihnen in dem 
Folgenden keinen Gebrauch machen werden. 

Der Begriff der confocalen Oberflächen zweiter Ordnung, 
der bisher nur Oberflächen mit einem Mittelpunkte umfasste, 
lässt sich so erweitem , dass auch die Oberflächen zweiter Ord- 
nung ohne Mittelpimkt hineingezogen werden. Diese Er- 
weiterung des Begriffes der confocalen Oberflächen zweiter 
Ordnung werden wir ableiten von der in Ebenencoordinaten 
gegebenen Gleichung (4) der confocalen Oberflächen, in wel- 

eher wir für k setzen — und mit (i multipliciren, wodurch 
wir erhalten: 

(8) (i{cc^lP+ «1^+ a^W^ - R^) + l(ZP + P+ W^) = 0. 

Der erste Theil dieser Gleichung mit den 4 willkürlichen 
Gonstanten fi, a^, a^, «2* 

gleich gesetzt, stellt irgend eine Oberfläche zweiter Ordnung 
mit einem Mittelpunkte dar. Derselbe gehe durch die Sub- 
stitutionen (23) der achtzehnten Vorlesung, durch welche allein 
die Richtungen der rechtwinkligen Coordinatenaxen beliebig 
geändert werden, über in die Function der zweiten Ordnung: 

4F(w, V, w, E) 

mit den drei neu hinzukommenden, willkürlichen Constanten, 
welche in jenen Substitutionen die Richtungen der neuen, recht- 
winkligen Coordinatenaxen bestimmen. Durch Verlegung des 
Coordinatenanfangspunktes in einen Punkt, dessen rechtwink- 
lige Coordinaten rücksichtlich des letzteren Coordinatensyste- 
mes die willkürlichen Constanten — a , — h, — c seien, geh^ 
auf Grund von (8) der dreizehnten Vorlesung die genannte 
Function über in die Function: 

4F {Uy V, w, r -|- at* + fei; + cw)^ 

Hbsbb, analyt. Oeometrie d. Baumes. 2. Aufl. 22 
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welche wir mit ihren 10 willkürlichen Constanten der Kürze 
wegen bezeichnen wollen mit: 

so dass man auf Grund der doppelten Transformation hat: 

(9) (i{cc^TP + «i P + a^TT^ - Ri) = F(u, v, w, r). 

Was den zweiten Theil der Gleichung (8) anbetriflFk, so 
weiss maU; dass derselbe durch die doppelte Transformation 
übergeht in: 

(10) . . . A(IP + F2 + TT^) = A(ti2 + ^2 + ^2), 

Es nimmt daher die Gleichung (8) der confocalen Ober- 
flächen ^ auf irgend ein rechtwinkliges Coordinatensjstem be- 
zogen ; die Gestalt an: 

(11) .... F{u, V, w, r) + Ji(u^ + v^ + w;2) = o, 

indem die Gleichung F{Uy v, w,r) = irgend eine Oberfläche 
zweiter Ordnung mit einem Mittelpunkte ausdrückt. 

Wir erweitern nun den Begrifi" der confocalen Oberflächen 
zweiter Ordnung, wenn wir die Beschränkung , dass die Ober- 
fläche F{Uy v,w,r) = einen Mittelpunkt habe, aufheben, 
und als erweiterte Definition der confocalen Oberflächen zwei- 
ter Ordnung folgenden Satz aufstellen: 

Wenn F{Uy v, w;, r) = der analytische Ausdruck 
irgend einer gegebenen Oberfläche zweiter Ord- 
uung in Ebenencoordinaten ist, so drückt die Glei- 
chung: 

F{u, V, w, r) + A(t*2 + v2 + ^2) = 

alle mit der gegebenen Oberfläche confocalen Ober- 
flächen zweiter Ordnung aus. 

Von dieser Regel machen die Oberflächen zweiter Ord- 
nung ohne Mittelpunkt keine Ausnahme. Vielmehr sieht man, 
wenn die zum Grunde gelegte Oberfläche zweiter Ordnung 
F(u, V, w, r) = keinen Mittelpunkt hat,, das ist nach (15) der 
dreizehnten Vorlesung, wenn das mit r^ multiplicirte Glied in 
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der Gleichung derselben fehlt ^ dass auch die mit ihr confo- 
caleii Oberflächen zweiter Ordnung keinen Mittelpunkt haben. 

Der angegebene Satz bietet zugleich ein Mittel^ das Problem 
der Hauptaxen einer in Ebenencoordinaten gegebenen Ober- 
fläche zweiter Ordnung F(u, v, w,r) = aus einem ganz neuen 
Gesichtspunkte zu behandeln. Denn bestimmt man den Werth 
von k in der Gleichung (11) so, dass die durch jene Gleichung 
dargestellte Oberfläche eine Grenzfläche wird, so weiss man, 
dass die Ebene dieser Grenzfläche durch zwei Hauptaxen der 
Oberfläche geht. Da man nun drei endliche Werthe von A 
bestimmen kann, welche die Oberfläche (11) zu einer Grenz- 
fläche machen; so hat man auch die drei Ebenen dieser Grenz- 
flächen , welche sich paarweise in den Hauptaxen der gegebe- 
nen Oberfläche zweiter Ordnung schneiden , und dadurch die 
Richtungen der Hauptaxen der gegebenen Oberfläche selbst. 

Um mit wenig Worten die DurchftLhrung dieser Idee an- 
zudeuten , wollen wir annehmen , dass: 

(12) . . . F(u, V, Wj r) = e^v?' + 2e^^uv -f- e^^v^ + • • • 

Alsdann wird nach (3) der fünfzehnten Vorlesung die Ober- 
fläche (11) jedesmal eine Grenzfläche, wenn man die Werthe 
von u^ Vj Wy X bestimmt, welche folgenden Gleichungen zu 
gleicher Zeit genügen: 


(13) 


iJ"(«) + ^« = 0, 
iJP'(«) +At;=0, 
\F\w) -\- Xw = ^ , 
\F\r) =0, 


woraus man durch Elimination der Ebenencoordinaten die in 
k kubische Gleichung erhält: 


(14) . 


^00 1 ^ ? 

^01 ; 

^02 7 

H'6 

^10 ; 

^11 + ^, 

^\17 

^13 

^20 > 

^21 7 

• ^22 1 ^ ; 

^23 

^30 7 

H\ 7 

^32 7 

^33 


0, 


deren Wurzeln eben jene Werthe von A sind, welche die Ober- 
fläche (11) zu einer Grenzfläche machen. Sind diese bekannt, 

22* 
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so ergeben sich die Verhältnisse der Coordinaten der Ebenen, 
in welchen die drei Grenzflächen liegen, durch die Auflösung 
der, in Rücksicht auf sie, linearen Gleichungen (13). 

Ist die gegebene Oberfläche F(u, v, w, r) = selbst eine 
Grenzfläche, also irgend ein Kegelschnitt, so führt die kubische 
Gleichung (14), weil ein Werth A =0 der Gleichung genügt, 
auf eine quadratische Gleichung zurück, und die, den beiden 
Wurzeln A der quadratischen Gleichung entsprechenden , Ebe- 
nen schneiden die Ebene des Kegelschnittes in den Hauptaxen. 

Die zum Grunde gelegte Oberfläche zweiter Ordnung (3) 
ist eine Rotationsoberfläche, wenn zwei von den drei Grössen 
«Q , «1 , «2 einander gleich sind , und die, der dritten von die- 
sen Grössen entsprechende, Hauptaxe ist die Rotationsaxe der 
Oberfläche. Die mit der gegebenen Rotationsoberfläche con- 
focalen Oberflächen (4) sind wieder Rotationsoberflächen mit 
derselben Rotationsaxe. 

Was die Focalcurven der Rotationsoberfläche anbetrifft, 
so ersieht man aus (6) , dass eine derselben immer ein reeller 
oder imaginärer Kreis ist, und dass die beiden anderen ge- 
rade Linien werden , die in die Rotationsaxe fallen. Die eine 
von diesen geraden Linien wird begrenzt von den Brennpunk- 
ten des Kegelschnittes, durch dessen Rotation die Oberfläche 
entstanden ist, die andere erstreckt sich von den Brennpunk- 
ten auf beiden Seiten der Rotationsaxe bis in das Unendliche. 

Um einen ganz bestimmten Fall der Rotationsoberfläche 
(3) zur Discussion vor Augen zu haben, wollen wir annehmen, 
dass «1 = «2 sei. In dieser Voraussetzung wird die Glei- 
chung (9): 

(15) ^aillP+T+W']- ^[R^—{a^- «,) CP]=i^(w, v, w, r). 

Der Factor i?^ — (a^ — «j) IP des zweiten Gliedes in die- 
ser Gleichung ist das Product zweier linearen Factoren Ä und 
Ä^. Setzt man ferner ft«, = v, so hat man für die Rota- 
tionsoberfläche F{u, V, w, r) = die Form der Function 
F{u^ vj Wj r): 

(16) . . . v{IP + 72 + TF^) — (lÄÄ^ = F(u, V, w, r), 

in welcher ^ = und ^j = die Gleichungen der Brenn- 
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punkte bedeuten des Kegelschnittes, durch dessen Rotation 
um die, die Brennpunkte verbindende, Gerade die Rotations- 
oberfläche erzeugt ist. 

Der linke Theil dieser Gleichung geht über in seinen rech- 
ten Theil durch die doppelten, oben angegebenen Substitutio- 
nen, durch welche man die identische Gleichung erhält: 

(17) . . . v(u^ + v^ + W^) — iiÄÄ^ = F(u, V, w, r) , 

indem A und A^ lineare Ausdrücke bedeuten , von d^r Form : 

/|8) ^ =aM + /J«; + yw; + r, 

welche, gleich gesetzt, die Brennpunkte der Rotationsober- 
fläche F{u, V, w, r) =^0 darstellen. 

Wenn daher eine durch ihre Gleichung F(Uj v, w,r)=0 in 
Ebenencoordinaten gegebene Oberfläche zweiter Ordnung eine 
Rotationsoberfläche sein soll , so muss die Function F(u, v, w, r) 
sich auf die in (17) angegebene Form zurückführen lassen. 

Die Bedingungen für eine Rotationsoberfläche zweiter Ord- 
nung F(u, V, w, r) = erhält man demnach, wenn man die 
Coefficienten der Potenzen und Producte der Variabein auf 
beiden Seiten der Gleichung (17) einander gleich setzt, wor- 
aus 10 Gleichungen entstehen zwischen den 8 Unbekannten 
ft, v, a, /3, y, cc\j ßi, yi, und aus diesen 10 Gleichungen 
die 8 Unbekannten eliminirt. Als Resultat der Elimination 
erhält man dann zwei Bedingungsgleichung^ zwischen den 
Coefficienten in der gegebenen Gleichung d^r Oberfläche. Es 
stimmt dieses überein mit den, am Ende der neunzehnten Vor- 
lesung über Rotationsoberflächen zweiter Ordnung gemachten 
Bemerkungen, auf Grund welcher sich auch zwei Bedingungs- 
gleichungen (39) für die Rotationsoberfläche ergaben. 

Es bedarf nicht der Aufstellung dieser beiden Bedingungs- 
gleichungen •, die angegebene Form: 

(19) v(u'^+v'^ + w'^) — iiAA^ = 

der Gleichungen der Rotationsoberfläche zweiter Ordnung reicht 
schon hin, Eigenschaften dieser Art Oberflächen zu entdecken. 
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Denn stellt man die Gleichung (19), in welcher r = 1 
gesetzt werde, also dar: 

(20).... -^ = - __.^L_= ^ ■ ,.- ..^'_-_^, 

SO sieht man, dass jeder der beiden Factoren des rechten Thei- 
les der Gleichung, nach (8) der fünften Vorlesung, seine 
geometrische Bedeutung hat. Dieselben drücken nämlich die 
Längen der Lothe aus, welche von den Brennpunkten ^=0 
und ^, = auf eine Tangentenebene der Rotationsoberfläche 

geföllt sind. Da nun der linke Theil — in der Gleichung 

eine constante Grösse ist, so hat man den Satz: 

Das Product der, von den beiden, in der Rota- 
tionsaxe liegenden, Brennpunkten einer Rotations- 
oberfläche zweiter Ordnung auf die Tangenten- 
ebene der Oberfläche gefällten Lothe ist eine con- 
stante Grösse. 

Bei der Zurückführung der Gleichung der Rotationsober- 
fläche zweiter Ordnung auf die Form (19) kann es sich er- 
eignen, dass beide lineare Factoren A und A^ imaginär 
werden. In diesem Falle ist die Oberfläche erzeugt durch Um- 
drehung des Kegelschnittes um die Äxe, in welcher die imagi- 
nären Bi'ennpunkte liegen. Ferner kann in einem der Factoren 
A oder A^ dasjenige Glied fehlen, welches den Factor r hat. 
In diesem Fallei^ehlt auch in der Entwickelung der Gleichung 
(19) das mit r^ multiplicirte Glied, und die Rotationsoberfläche 
ist dann, nach (15) der dreizehnten Vorlesung, eine Oberfläche 
ohne Mittelpunkt. 

Schliessen wir nun die Rotationsoberflächen zweiter Ord- 
nung mit imaginären Brennpunkten aus, und verlegen den, 
durch die Gleichung J.^ = gegebenen Brennpunkt der Ober- 
fläche in den Coordinatenanfangspunkt, so haben wir a^ = 
/'i = yi = ^5 wodurch die Gleichung (19) der Rotationsober- 
fläche die Gestalt erhält: 

(21) ... u^ J^v^-\-w^ -■^{a^-\-}yü'\-cw^X) = ^. 

9 
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Die Gleichung kann man ohne Schwierigkeit auf die Form 
bringen : 

(22) . . . (t* - ^)2 + (v - Bf + (w; _ O^ - E2 = 0. 

In dieser Form unterscheidet sich dieselbe von der Glei- 
chung der Kugel mit dem Radius JB und den Coordinaten 
Ä^ By C des Mittelpunktes: 

(23) ... (x — Äy + (y — By + {^-C)^- R^=^0 

nur dadurch; dass die variabeln Ebenencoordinaten mit den 
variabeln Punktcoordinaten vertauscht sind. 

Dieser Umstand kann dazu benutzt werden, um geome- 
trische Sätze über Kugeln auf Rotationsoberflächeu zu über- 
tragen, welche einen Brennpunkt gemein haben, und umge- 
kehrt aus Sätzen über RotationsoberiBächen, welche einen 
Brennpunkt gemein haben, entsprechende Sätze über Kugeln 
herzuleiten. Einfache Beispiele sollen dieses üebertragungs- 
princip erläutern. 

Wir bezeichnen zu diesem Zwecke mit Ä"^ und K^ die 
Ausdrücke: 

K, = {x- A,y + {y — B,y + {z- G,y ^ Br\ 

Der aus diesen Ausdrücken zusammengesetzte Ausdruck: ^_ ^ 

kann auf eine gleiche Form K^ gebracht werden, so dass man 
identisch hat: 

Ä^ X Ky = (1 a) Kq, 

Da nun die Gleichungen JST^ = 0, K^ = , Kg = 
Kugeln vorstellen , so beweiset die angegebene, identische Glei- 
chung den Satz: 

Alle Oberflächen zweiter Ordnung, welche durch 
die Schnittcurven zweier Kugeln gehen, sind wie- 
der Kugeln. 

Betrachtet man dagegen die Punktcoordinaten als Ebenen- 
coordinaten, so stellen die Gleichungen Z^ = 0, Kv = 0, 
Kg = Rotationsoberflächen zweiter Ordnung mit demselben 
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Brennpunkte dar, und man erkennt in der angegebenen iden- 
tischen Gleichung den Beweis des Satzes: 

Alle Oberflächen zweiter Ordnung, welche von 
den, zweien Rotationsoberflächen zweiter Ordnung 
mit demselben Brennpunkte gemeinschaftlichen, 
Tangentenebenen berührt werden, sind wieder Ro- 
tationsoberflächen mit demselben Brennpunkte. 

Hat man ferner die Gleichungen von 4 Kugeln in Punkt- 
coordinaten : 

Zo = 0, X, =0, ^2 = 0, J^3 = 0, 
so stellen folgende sechs Gleichungen: 

Zq — Z", = , K^ — K2 = 0, jK'j — -K'a = , 

-2*0 — JE2 = , JSTj — Z3 = , 
-^0 — -^3 = , 

als lineare Gleichungen die Ebenen dar, in welchen sich je 
zwei Kugeln schneiden. Da aber aus den drei, in der ersten 
Horizontalreihe aufgeführten Gleichungen die drei übrigen 
folgen, so hat man nach (14) der zweiten Vorlesung den Satz: 

# 
Die sechs Ebenen, in welchen sich vier Kugeln 

paarweise schneiden, gehen durch einen und den- 
selben Punkt. 

Betrachtet man dagegen in den zehn aufgestellten Glei- 
chungen die Punktcoordinaten als Ebenencoordinaten, so stel- 
len die vier ersten Gleichungen vier Rotationsoberflächen zwei- 
ter Ordnung mit einem und demselben Brennpunkte dar. Jede 
der sechs darauf folgenden Gleichungen liefert den Beweis, 
dass zwei Rotationsoberflä'chen zweiter Ordnung 
mit demselben Brennpunkte von einem und demsel- 
benKegel zweiter Ordnung ringsum berührt werden, 
dessen Spitze nicht in dem Brennpunkte liegt. Denn der 
gemeinsame Brennpunkt ist imbaer die Spitze eines, beiden 
Rotationsoberflächen gemeinsamen, imaginären Tangentenke- 
gels. Jene sechs Gleichungen sind die analytischen Ausdrücke 
für die Spitzen der sechs Kegel zweiter Ordnung, von welchen 
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jeder zwei der genannten Botationsoberflächen ringsum be- 
rührt. Da nun aus drei von diesen sechs Gleichungen die 
drei anderen folgen, so hat man nach (14) der fünften Vor- 
lesung , mit Ausschluss des Brennpunktes als gemeinsamer 
Spitze imaginärer Tangentenkegel, den Satz: 

Die Spitzen der sechs Kegel zweiter Ordnung, 
welche je zwei von vier Botationsoberflächen zwei- 
ter Ordnung mit demselben Brennpunkte ringsum 
berühren, liegen auf einer und derselben Ebene. 

Wenn die Brennpunkte Ä = und J., = der Rotations- 
oberfiäche (19) zusammenfallen, wenn also J. = J.i, so wird 
die Botationsoberfiäche eine Eugel: 

ui^v^ + w^ — ^A' = 0, 

indem A = die Gleichung des Mittelpunktes und — nach 

der geometrischen Interpretation der Gleichung (20) das Qua- 
drat des Radius q derselben ausdrückt. Es stellt sich dem- 
nach die Gleichung irgend einer Kugel in Ebenencoordinaten 
also dar: 

(24) w^+t,2_|.^2_JL^2 = 0, 

wenn q der Radius der Kugel und Ä = die Gleichung des 
Mittelpunktes derselben in der Normalform ist. 

Zu derselben Kugelgleichung in Ebenencoordinaten ge- 
langt man auch auf folgendem directen Wege. Man weiss, 
dass die Gleichung der Kugel in Ebenencoordinaten, wenn q 
der Radius derselben und der Mittelpunkt in dem Coordinaten- 
anfangspunkte liegt, ist: 

t/2+7^4.TF^_JLi22 = 0, 

in welcher Gleichung B == den Mittelpunkt der Kugel aus- 
drückt. Durch Verlegung des Coordinatenanfangspunktes, ver- 
mittelst der Formeln (8) der dreizehnten Vorlesung, geht diese 
Kugelgleichung über in die Form (24) , in welcher JB = J. = 
die Gleichung des Mittelpunktes der Kugel ist. 
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Die angegebene Form der Kugelgleichung (24) werden 
wir benutzen zur Erörterung der Frage, obunterdenTan- 
gentenkegeln einer gegebenen Oberfläche zweiter 
Ordnung auch ßotationskegel gefunden werden. 

Es sei : i^ = die Gleichung einer gegebenen Oberfläche 
zweiter Ordnung in Ebenencoordinaten und ^ = die Glei* 
chung einer noch unbestimmten Kugel, indem wir der Func- 
tion die Bedeutung unterlegen: 

(24)* ^ = W2 _j_ ^2 _j_ ^2 __ J_ ^2^ 

Wenn nun die gegebene Oberfläche einen Tangentenkegel 
hat, der zugleich ßotationskegel ist, so kann man eine Kugel 
O = in den Rotationskegel hineinlegen , die von dem Kegel 
ringsum berührt wird ; und umgekehrt, wenn man eine Kugel 
z=0 bestimmen kann, welche von einem Tangentenkegel 
der gegebenen Oberfläche ringsum berührt wird, so muss der 
Tangentenkegel ein Rotationskegel sein. Die Bedingung, dass 
Letzteres zutrelGFe, drückt nach der elften Vorlesung die iden- 
tische Gleichung aus: 

(25) F -^110 = ^80, 

in welcher B und C lineare Ausdrücke der Ebenencoordinaten 
bedeuten. 

Diese identische Gleichung zerfällt in zehn Bedingungs- 
gleichungen. Eliminirt man aus letzteren die 7 in IBC 
steckenden Constanten und den Factor ^, so erhält man zwei 
Gleichungen zwischen den Coordinaten a, ß, y des durch die 
Gleichung ^ = ausgedrückten Mittelpunktes der Kugel und 
dem Radius q derselben; und daraus die Gleichungen der 
Curve selbst, in welcher die Spitzen der Rotationskegel liegen, 
wenn man p = setzt. Denn je kleiner q wird, um so mehr 
nähert sich die Kugel der Kegel spitze, mit welcher sie im 
Grenzfalle zusammenfällt. Eliminirt man aber aus den beiden 
zuletzt genannten Gleichungen q, so erhält man die Gleichung 
der Oberfläche, in welcher die Rotationsaxen der Tangenten- 
kegel liegen. 

Die Durchführung dieser Elimination ist nicht ohne Schwie- 
rigkeit, wenn die Function F in der allgemeinen Form gegeben 
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ist. Wir wollen daher annehmen; dass die gegebene Ober- 
fläche auf ihren Mittelpunkt und ihre Hauptazen bezogen sei; 
indem wir setzen: 

(26) F = a^u^ + ^\^^ + ^2^^ — ^^- 

In dieser Voraussetzung wird die identische Gleichung (25): 

(27) [ay+ay+a^w^-f^]-li{u^+v'^+w^- -, {au +/Jt? + yw-^- r)^] = XBC. 

Man erkennt in dieser Form der Gleichung leicht die drei 
Bedingungen zwischen den fünf Grossen a, /3, y, ft, q, welche 
zu erfüllen sind, wenn der linke Theil der Gleichung sich in 
lineare Factoren zerlegen lassen soll. 

Macht man nämUch die Variable w verschwinden; indem 
man setzt: 

(28) y = 0, «2-^ = 0, 

SO lässt sich der übrig bleibende; linke Theil der Gleichung 
in lineare Factoren zerlegen, wenn die Bedingungsgleichung 
erfüllt wird: 
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= 0, 


deren linker Theil die Determinante ist; gebildet aus den 
zweiten partiellen Diflferentialquotienten^ des übrig bleibenden, 
linken Theiles der Gleichung (27). 

Entwickelt man diese Gleichung, so erhält man: 

und wenn man darin für fi den Werth aus (28) setzt: 

Hiemach ist y = die Gleichung der Oberfläche, in 
welcher die Botationsaxen der Kegel, also auch ihre Spitzen 
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liegen ; das ist die xy-Woene des Goordinatensjstemes. Setzen 
wir, um die zweite Oberfläche zu erhalten, in welcher die 
Kegelspitzen liegen, in (29) p = 0, so erhalten wir: 

(30) — ^— H ^ 1=0. 

• 

Beide Oberflächen schneiden sich in der dritten Focal- 
curve (6) der gegebenen Oberfläche, welche demnach der geo- 
metrische Ort ist für die Spitzen der, an die gegebene Ober- 
fläche gelegten Tangentenkegel, welche zugleich Botationskegel 
sind. 

Aber man kann auch , um den linken Theil der Gleichung 
(27) in lineare Factoren zerfällbar zu machen, statt w ent- 
weder V oder u verschwinden lassen, indem man setzt ß = 
und aj — fi = 0^ oder a = und ocq — |Lt = 0, wodurch man 
schliesslich die beiden anderen Focalcurven der gegebenen 
Oberfläche als den geometrischen Ort der Spitzen der Tan- 
gent^nkegel erhalten würde, die zugleich Botationskegel sind. 
Man hat daher den Satz: 

Die Focalcurven einer gegebenen Oberfläche 
zweiter Ordnung gind der geometrische Ort der 
Spitzen der Tangentenkegel für die gegebene Ober- 
fläche, welche zugleich Botationskegel sind. 

Da sich jeder Kegelschnitt als Grenzfläche zweiter Ord- 
nung betrachten lässt, so folgt aus dem angegebenen Satze 
unmittelbar: 

Die, einem gegebenen Kegelschnitt zugehörigen 
Focalcurven'sind der geometrische Ort der Spitzen 
der Botationskegel, welche durch den gegebenen 
Kegelschnitt gelegt werden können. 

Was die Kugel anbetriflFt, die wir uns in den Botations- 
kegel hineingelegt dachten, welcher zugleich Tangentenkegel 
der gegebenen Oberfläche ist, so haben wir zwischen den 
Coordinaten des Mittelpunktes a, ß, y und dem Badius q der- 
selben die Belationen (28) und (29), welche beweisen, dass 
man den Mittelpunkt in der ajy-Ebene beliebig wählen kann, 
dass aber der Badius q dann durch (29) bestimmt ist. um 
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X 

diese Kugel und die gegebene Oberfläche lassen sich aber zwei 
Rotationskegel legen, deren Spitzen auf Grund der identischen 
Gleichung (27) durch folgende, lineare Gleichungen ausge- 
drückt werden: B = 0, (7=0. 

Diese Kegelspitzen jB = 0, (7=0 sind Punkte der Focal- 
curve (30) und die geraden Linien 0£ und OC die Rotations- 
axen der beiden Kegel. Um die Lage dieser Rotationsaxeu zu 
erforschen, stellen wir die Gleichung AJS(7= der beiden 
Punkte auf, indem wir den, durch die Gleichungen (28) reducir- 
ten, linken Theil der identischen Gleichung (27) gleich setzen: 

[(«„ _ a,)«2 + («, - a,)v' -r^ + ^ [au + ßv + rf = 0. 

Der erste Theil in dieser Gleichung gleich gesetzt: 

(ccq — «2)^^ "f" ("1 — «2)^' — r^ = 

stellt die Focalcurve (30) in Ebenencoordinaten dar, der zweite 
Theil ebenfalls gleich gesetzt: 

stellt ein Punktepaar dar, welches zusammenfällt mit dem 
Punkte 0. Deshalb drückt die, aus den zuletzt genannten 
beiden Gleichungen zusammengesetzte, erste Gleichung einen 
Kegelschnitt aus, welcher die beiden, von dem Punkte an 
die Focalcurve gezogenen Tangenten berührt. Da aber dieser 
Kegelschnitt in das Punktepaar Ji = 0, (7=0 übergeht, wel- 
ches in der Focalcurve liegt, so können die beiden Punkte 
nur die Berührungspunkte sein der, von dem Punkte an die 
Focalcurve gezogenen Tangenten. Es sind also die geraden 
Linien OB und OC Tangenten der Focalcurve. Man hat daher 
den Satz: 

Der geometrische Ort der Rotationsaxen der 
Tangentenkegel einer gegebenen Oberfläche zwei- 
ter Ordnung, welche zugleich Rotationskegel sind, 
sind die Ebenen, in welchen die Focalcurven der 
gegebenen Oberfläche liegen. Jede Rotationsaxe 
berührt die Focalcurve, in deren Ebene sie liegt, 
in der Spitze des Rotationskegels. 
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Fünfundzwanzigste Vorlesung. 
Die Axen des Körpers 


Es liege ein anyeränderlicber Körper vor von irgend wel- 
cher Masse und bezogen auf ein beliebig angenommenes, recht- 
winkliges Coordinatensystem. Tn diesem Coordinatensysteme * 
seien x, y, js die Coordinaten des Elementes dm der Masse 
des Körpers und daher dm = QdxdydZy wenn q die Dichtig- 
keit des Elementes ausdrückt. Alsdann sind es folgende zehn 
Integrale ; welche die analytische Mechanik bei der Bewegung 
des Körpers in Rechnung bringen muss: 

J x^ dm j Jy^dm^ Jz^dm^ 

(1) Sj^dm, Jzxdm, fxydm, 

fxdm, fydm, fgdm, J dm. 

Wir werden diese^ auf den ganzen Körper sich erstrecken- 
den^ Integrale kürzer bezeichnen mit: 

(1*) ö|2; «20 J «Ol ; 

«03^ «13? «23 > «33' 

Für ein beliebiges andere, rechtwinklige Coordinatensy- 
stem, für welches die Transformationsformeln gelten sollen: 

x = aX + aY-\-a"Z-{-a, 

(2) y^hX + h'Y + V'Z +ß, 

« = cZ + c r + c'Z + y , 

hat man, wenn dM== gdXdTdZ, die entsprechenden Inte- 
grale: 

fX?dM, jT'dM, JZ^dM, 
(3) . . . / YZdM, JZXdM, fXYdM, 

fXdM, jTdM, JZdM, JdM, 

die wir kurz bezeichnen wollen mit: 
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Will man die Integrale (1), welche von der Form sind, 
Jf{x, y, z)dxdydss, durch die Substitution (2) transformiren 
auf die neuen Variabein Xy F, Z, so hat man die bekann- 
ten Transformationsformeln in Anwendung zu bringen: 

ff(Xy y, 8)dxdydz =ff(x, y, z)JdXdYdZ , 

dx 


J = 
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dx 
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dx 
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Da in dem vorliegenden Falle der rechtwinkligen Coordi- 
naten ^=1 ist, so sieht man, wenn man in (1) die Sub- 
stitutionen (2) macht und entwickelt, dass die zehn Integrale 
(1) sich durch die zehn Integrale (3) linear ausdrücken las- 
sen. Umgekehrt kann man auch die zehn Integrale (3) 
linear durch die zehn Integrale (1) ausdrücken. 

Das letztere wirklich durchzuführen, verlangt zehn lineare 
Gleichungen mit eben so viel Unbekannten aufzulösen. Aber 
man braucht nur die genannten Gleichungen wirklich aufzu- 
stellen, um zu erkennen, dass in dem vorliegenden Falle eine 
gewisse Ermässigung dadurch herbeigeführt ist, dass die In- 
tegrale (1) gleicher Ordnung sich durch die Integrale (3) 
derselben Ordnung linear ausdrücken lassen. Immerhin bleiben 
sechs Gleichungen mit ebenso viel Unbekannten aufzulösen 
und überdies drei Gleichungen mit drei Unbekannten. 

Unter diesen Umständen werden wir es vorziehen, die 
Gleichungen selbst lieber gar nicht aufzustellen, vielmehr ihr 
Bildungsgesetz zu studiren, und aus diesem Gesetze die geo- 
metrischen Eigenschaften des Körpers zu entwickeln, von 
welchen die analytische Mechanik bei der Untersuchung der 
Bewegung des Körpers ausgeht. 

Es bringt Vortheil den gegebenen Körper mit einer ganz 
bestimmten Oberfläche zweiter Ordnung in Verbindung zu 
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bringen, aus welcher sich geometrische Eigenschaften des 
Körpers abnehmen lassen. Diese Oberfläche definiren wir 
durch ihre Gleichung in homogenen Ebenencoordinaten a, n, 
w, r^ bezogen auf das ursprüngliche, rechtwinklige Coordi- 
natensjstem, in welchem das Element dm der Masse die 
Coordinaten Xj y, b hat: 

u^ J x^dm + v^ f y^dm + w'^ J'z^dm -f- r^ j dm 
(4) '\-2vw f ysdm + 2wu J zxdm + 2wo j xydm 

+ 2ur f xdm -|- 2 vrfydm -|- 2im' J zdm = 0. 

Wir nennen diese Oberfläche zweiter Ordnung das ima- 
ginäre Bild des Körpers. 

Da für die, in der Gleichung (4) durch die Zeichen an- 
gedeuteten, Integrationen die variabeln Ebenencoordinaten 
nur die Geltung, von Constanten haben, so stellt sich die 
Gleichung des imaginären Bildes kürzer so dar: 

(5) f iux -^ vy -\- W0 ■\- r^i dw = , 

und wir können sagen: 

(6) . . . . Wenn man in der homogenen Gleichung 
eines Punktes in der Normalform den linken Theil 
der Gleichung quadrirt, mit dem Elemente der 
Masse des Körpers in dem Punkte multiplicirt, und 
über den ganzen Körper integrirt, so erhält man 
die Gleichung des maginären Bildes des Körpers. 

Die Coefficienten der Variabein in der entwickelten Glei- 
chung (4) des imaginären Bildes hängen offenbar ab von der 
Lage des Coordinatensystemes zu dem Körper, und es scheint, 
dass auch das imaginäre Bild nicht allein von dem Körper, 
sondern auch von der Lage des Coordinatensystemes abhän- 
gig sei. Das Letztere trifft nicht zu. Vielmehr werden wir 
den Satz beweisen: 

(7) Jeder Körper hat ein imaginäres Bild, 

welches nur von der Beschaffenheit des Körpers 
abhängt. 
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Der Beweis, dass das imagiuäre Bild des Körpers unab- 
hängig ist ¥on der Lage des Körpers zu dem rechtwinkligen 
Coordinatensysteme, worauf der Körper bezogen ist, soll in 
zwei Theile zerfallen. Wir werden nachweisen, dass das 
imaginäre Bild sich nicht ändert erstens, wenn das recht- 
winklige Coordinatensystem um den Coordinatenanfangspunkt 
gedreht wird, und zweitens, wenn der Coordinatenanfangspunkt 
beliebig verlegt wird, die Richtung der Coordinatenaxen aber 
ungeändert bleibt. 

Zu dem genannten Zwecke führen wir aus der achtzehn- 
ten Vorlesung die Transformationsformeln (11) und (23) für 
rechtwinklige Coordinatensysteme mit demselben Anfangs- 
punkte, sowohl für Punktcoordinaten als für homogene Ebe- 
nen coordinaten wieder vor: 

x = aX + aY-i-a'Z, u^aU+aV+a'Wy 

(8) y = hX + VT+rZ, v = hü + VV-\-V'W, 

z = cX + cY + d'Z. ^' ' w==cU-\- cV+ c"W, 

Machen wir nun in der Gleichung (5) des imaginären 
Bildes die Substitutionen (8), so drücken wir damit in der 
genannten Gleichung nur die Integrale (1) durch die Inte- 
grale (3) aus. Das ursprüngliche Coordinatensystem, worauf 
das imaginäre Bild (5) bezogen ist, bleibt davon unberührt. 
Machen wir aber gleichzeitig die Substitutionen (8) und (9), 
so transformiren wir überdies noch die Gleichung (5) des 
imaginären Bildes auf das zweite rechtwinklige Coordinaten- 
system mit demselben Anfangspunkte. Da nun nach (25) in 
der achtzehnten Vorlesung ist: 

(10)... ux-i-vy + w2-\-r==ÜX+VY+WZ-\-B, 

so geht die Gleichung (5) des imaginären Bildes, jetzt be- 
zogen auf das zweite rechtwinklige Coordinatensystem, da- 
durch über in: 

(11)... f{UX-\-VY+WZ+RydM=0. 

Dieses ist aber gerade die nach der Regel (6) gebildete 
Gleichung des imaginären Bildes für das zweite Coordinaten- 

Hesse, analyt. Geometr. d. Baumes. 2. Aufl. 23 
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System. Die Regel giebt also für die beiden Coordinaten- 
systeme nicht verschiedene, imaginäre Bilder desselben Körpers. 
Die Verlegung des Coordinatenanfangspunktes in einen 
Punkt, dessen Coordinateu sind a? = a, y = ß^ z = y^ mit 
Beibehaltung der Richtung der Coordinatenaxen, wird nach 
(7) und (8) der dreizehnten Vorlesung analytisch vollführt 
durch die Substitutionen für Punktcoordinaten und Ebenen- 
coordinaten: 

o; = X -j- a, II =1 XJ ^ 

(12) ... y=Y + ß, ^j3^ v== V, 
s = Z -\- y. w=Wy 

r = R-aU-ßr-yW. 

Durch die Substitutionen (12) werden in der Gleichung 
(5) des imaginären Bildes wieder nur die Integrale (1) ersetzt 
durch die Integrale (3). Beide Substitutionen (12) und (13), 
gleichzeitig, transformiren überdies die Gleichung (5) des 
imaginären Bildes auf das zweite Coordinatensystem. Da aber 
auch die genannten Substitutionen die Gleichung (10) zu 
einer identischen machen, so wird (11) die Gleichung des 
imaginären Bildes (5), jetzt aber bezogen auf das zweite 
Coordinatensystem. Hieraus sieht man, wie die beiden Glei- 
chungen (5) und (11) wieder dieselbe Oberfläche zweiter Ord- 
nung analytisch ausdrücken, nur auf verschiedene Coordinaten- 
systeme bezogen. 

Den Transformationsformeln (2) von Punktcoordinaten 
für irgend zwei rechtwinklige Coordinatensysteme entsprechen 
folgende Transformationsformeln für homogene Ebenencoor- 
dinaten : 

u = aü-\-aV+a'W, 

w=cü + cV + c'W, 
^ ^ ' • • r = B - a{aU + a F + aW) , 

— ß{hü + 6'F+ VW), 

— y(cU -\- c'V + c"W), 

welche mit jenen die Gleichung (10) zu einer identischen 
machen. Sie transformiren also den linken Theil der Glei- 
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chung (5) in den linken Theil der Gleichung (11). Das will 
sagen, dass die Substitutionen (14) folgende Gleichung zu 
einer identischen machen: 

(15^ «00^*^ + 2^0, WV + . . . + «33^2, 

Diese, durch die Substitutionen (14) identische, Gleichung 
löset sich nun in die zehn linearen Gleichungen auf, von 
welchen am Anfange unserer Untersuchung die Rede war. 

Es ist eine, in der dreizehnten Vorlesung bewiesene Re- 
gel, dass man die Gleichung des Mittelpunktes einer Ober- 
fläche zweiter Ordnung erhält, wenn man die, in homogenen 
Ebenencoordinaten gegebene, Gleichung der Oberfläche nach 
der letzten Coordinate partiell differentiirt. Hiemach wird 
die Gleichung des Mittelpunktes des imaginären Bildes (5) 
folgende : 

(16) .... f UiX -{- vy -j- WZ -{- r\ dm = 0. 
woraus sich die Coordinaten des Mittelpunktes ergeben: 

fxdm fydm fzdm 

fdni J'dm f dm 

Da dieses bekanntlich die Coordinaten des Schwerpunk- 
tes des Korpers sind, so hat man den Satz: 

(17) .... Der Mittelpunkt des imaginären Bildes 
eines Körpers fällt mit dem Schwerpunkte des Kör- 
pers zusammen. 

* 

Unter Axen eines Körpers versteht man die Axen 
eines rechtwinkligen Coordinatensystemes X, F, Z, in Rück- 
sicht auf welches folgende drei Integrale verschwinden: 

(18) A^^ = jYZäM, A,^^fZXdM, A,,=fXYdM. 

Auf Grund dieser Definition stellen wir uns nun die Aufgabe : 

(19) .... Die Axen eines Körpers zu bestimmen, 
welche von dem Anfangspunkte des Coordinaten- 
systemes ausgehen, auf welches der Körper bezogen 
ist. 

23 »^ 
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Dieses Problem verlangt die Bestimmung von Transfor- 
mationsformeln (9) für rechtwinklige Coordinatensysteme mit 
demselben Anfangspunkte der Art, dass in der Gleichung (15) 
auf der rechten Seite die drei Glieder verschwinden , welche 
die Coefficienten (18) haben. Die Axen des zweiten Coordi- 
natensystemes werden dann die gesuchten Axen des Körpers 
sein. 

Wenn wir demnach mit g) {u, v, w) die Summe der sechs 
in u, V, w homogenen Glieder auf der linken Seite der Glei- 
chung (15) bezeichnen, so Tässt sich das Problem so auffas- 
sen: Die Substitutionen (9) zu bestimmen, welche 
folgende Gleichungen zu identischen Gleichungen 
machen: 

(20) u'^ + v'^ + w'^= IP+ F2+ 'm, 

<p(ti, V, w) = W' + liV^+X2W^. 

Wir weisen auf die neunzehnte Vorlesung hin, in wel- 
cher das Problem ausführlich behandelt worden ist. Es führte 
zurück auf die Gleichungen: 

(«00 — A)a + aoi6 + ao2C = , 
(21) «10» + («11 — A)6 + a,2C = 0, 

«20« + «21*^ + («22 — A)C = , 

aus welchen durch Elimination von a, h, c die kubische Glei- 
chung ^ == hervorging, deren Wurzeln eben jene Coeffi- 
cienten A, A4, Aj in (20) sind. 

Die, durch die Gleichungen (21) bestimmten, Verhält- 
nisse von a :h : c werden dann die Verhältnisse der Cosinus 
der Winkel sein, welche eine der drei, vom Coordinaten- 
anfangspunkt ausgehenden, Axen des Körpers mit den Coordi- 
natenaxen bildet. 

Da der Anfangspunkt des Coordinatensystemes, auf wel- 
ches der Körper bezogen ist, beliebig gewählt werden kann^ 
so haben wir nach dem Vorhergehenden den Satz: 

(22) . . . Von einem jeden Punkte des Raumes gehen 
drei bestimmte, auf einander senkrecht stehende 
Axen eines gegebenen Körpers aus. 
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Die Lage dieser Äxensysteme eines und desselben Körpers 
für die verschiedenen Ausgangspunkte zu erforschen ; soll 
unsere Aufgabe sein. 

Man nennt Hauptaxen eines Korpers die drei auf 
einander senkrecht stehenden Axen eines Körpers, welche 
von dem Schwerpunkte des Körpers ausgehen. 

Nachdem wir im Vorhergehenden gezeigt haben, wie die 
Axen eines Körpers zu bestimmen sind, welche von dem An- 
fangspunkte des Coordinatensystemes ausgehen, auf welches 
der Körper bezogen ist, so wollen wir, die Kenntniss dieser 
Axen voraussetzend, jetzt annehmen, dass die Axen des 
Coordinatensystemes zugleich die Axen des Körpers seien. 

In dieser Voraussetzung sind aj2 = ^20 = ^01 =0, und 
die Gleichung des imaginären Bildes des Körpers stellt sich 
in der einfacheren Gestalt dar: 

«üo ^*^ + «1 1 ^^ + »22 ^^ + 0^33 ^^ 
-{- 2aQ<^tiv -|- 2ay^vr + ^a^^wr = 0. 

Da nach (17) die Coordinaten des Schwerpunktes des 
Körpers sind: 

(23).... a = -^, ß=^'-'-, y=^ 

und a33 = w = der Masse des Körpers, so hat man die Glei- 
chung des imaginären Bildes: 

,24) »00«*^ + <^\y + «22««^^ + ^^"^ 

+ 2m{ati + /3t^ + yw)r = 0. 

Wir haben dieses vorausgeschickt, um die Auflösung der 
folgenden Aufgabe vorzubereiten: 

(25) . . . Die Hauptaxen eines Körpers zu bestim- 
men, wenn derselbe bezogen ist auf ein rechtwink- 
liges Coordinatensystem, dessen Axen die Axen des 
Körpers sind, welche von dem Anfangspunkte des 
Coordinatensystemes ausgehen. 

Diese Aufgabe lässt sich zurückführen auf die vorher- 
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gehende (19) dadurch, dass man die Gleichung (24) des 
imaginären Bildes des Körpers , bezogen auf irgend ein Axen- 
system des Körpers, transformirt durch die Substitutionen 
(13) auf ein, dem vorausgesetzten Systeme paralleles Coor- 
dinatensystem, dessen Anfangspunkt aber der Schwerpunkt 
des Körpers ist, mit den Coordinaten a, ßj y, deren Werthe 
in (23) angegeben sind. 

Durch diese Substitutionen geht die Gleichung (24) des 
imaginären Bildes über in die Form: 

^ ^''' J{-2A,JJV+2A.,^WU + 2A^,UV.= 0. 

Die mit der ersten Potenz der Variable B multiplicirten 
Glieder in dieser Gleichimg müssen darum fehlen, weil der 
Anfangspunkt des neuen Coordinatensystemes, der Schwer- 
punkt des Körpers, nach (17) mit dem Mittelpunkte der Ober- 
fläche (26) zusammenfällt. 

Da die Substitutionen (13) die Gleichung (24) transfor- 
miren in (26), so hat man: 

» 

^00 == «^00 — ^«S ^12 = — *W/5y ; 

A\=^i\ —'^ß'^f A^Q = — mya, -^33 = ^, 

A22 = ^22 — '^y' y -^01 = — maß. 

Setzt man diese Werthe der Grössen A in die Gleichung 

(26) und verändert die grossen Buchstaben U, V, TT, R in 
die kleinen, so erhält man die Gleichung: 

(27) .. ^00'^'^ + ^ly + ^h2^'^ + ^^^^ 

— m{au + /3t; + ywy = 

des imaginären Bildes (24) , jetzt aber bezogen auf ein paral- 
leles Goordinatensystem, dessen Anfangspunkt der Schwer- 
punkt des Körpers ist. 

Da hierdurch der Körper selbst angesehen werden kann 
als bezogen auf das letztere Goordinatensystem, dessen" An- 
fangspunkt der Schwerpunkt des Körpers ist, so handelt es sich 
jetzt nur um die, von dem Aijfangspunkte des Coordinaten- 
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systemes ausgehenden, Axen des Körpers, weichein der Auf- 
gabe (19) bestimmt wurden. 

Die mit g){u, v, w) bezeichnete Function dort, wird hier 
der linke Theil der Gleichung (27) , mit Ausschluss des Glie- 
des mr^y sein. 

Die, die Aufgabe lösenden Gleichungen (21) werden in 
dem vorliegenden Falle folgende: 

{a^Q — k)a = ma{aa -\- ßh -\- yc), 
(28) .... (a,, — k)h = mß{aa -{- ßl + yc), 

(«22 — A)c = my{aa + ßh -{- yc)] 

und das Resultat der Elimination von a, 6, c, die kubische 
Gleichung z/ = 0, ergiebt sich, wenn man die Gleichungen 

multiplicirt mit — ^— r > — -- t ^ — ^ — ? und hierauf sämmt- 

liehe Gleichungen addirt: 

1 a^ S^ v^ 


Unsere Aufgabe (25) führt also auf diese kubische Glei- 
chung (29) zurück. Nach Feststellung ihrer Wurzeln ergeben 
sich dann die Verhältnisse a, h, c der Cosinus der Winkel, 
welche die .Hauptaxen des Körpers mit den Coordinatenaxen 
bilden, durch Auflösung der linearen Gleichungen (28). 

Gehen wir nun auf die geometrische Deutung der kubi- 
schen Gleichung (29), von welcher die Lösung unserer Auf- 
gabe abhängig gemacht wurde, näher ein. £s bedeuten in 
dieser Gleichung a, ß, y die Coordinaten des Schwerpunktes 
des Körpers in demjenigen Coordinatensysteme, in welchem 
die Gleichung (24) der analytische Ausdruck ist für das ima- 
ginäre Bild des Körpers. Lassen wir aber a, /3, y die Coor- 
dinaten eines variabeln Punktes bedeuten, so ist die Gleichung 
(29) der analytische Ausdruck für alle Oberflächen zweiter 
Ordnung, welche mit der folgenden confocal sind: 

1 «2 /}2 4/2 

(30) JL=-?_ + Z_ + Z_. 

^ ^ m »00 «1, »22 

Durch den Schwerpunkt des Körpers lassen sich nun drei 
mit dieser Oberfläche confocale Oberflächen legen, welche 
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sich; wie bekannt^ senkrecht schneiden. Dieses sind gerade 
die drei confocalen Oberflächen , welche den drei Wurzeln der 
kubischen Gleichung (29) entsprechen und ihre Normalen in 
dem Schwerpunkte des Körpers stellen sich dann dar als die 
gesuchten Hauptaxen des Körpers. 

Diese Bemerkungen machen es wahrscheinlich, dass zwi- 
schen den verschiedenen Axensystemen eines und desselben 
Körpers und den confocalen Oberflächen eine nahe Beziehung 
obwalte. Letztere wird sich von selbst ergeben mit der Lösung 
der folgenden Aufgabe: 

(31) Die Äxen eines Körpers zu bestimmen, 

welche von einem gegebenen Punkte des Raumes 
ausgehen, wenn der Körper bezogen ist auf das- 
jenige Coordinatensystem, dessen Axen die Haupt- 
axen des Körpers sind. 

Unter der, in der Aufgabe hervorgehobenen, Bedingung 
stellt sich die Gleichung des imaginären Bildes des Körpers 
dar in der Form: 

(32) .... a^o^^ + »n^^ + 0^22^^ + '^^^ = 
oder in Punktcoordinaten ausgedrückt: 

(33) _ -L = ^ + l!. + ^' 


Wi Ö^QQ ttji «22 

Es ist dieses die Gleichung eines imaginären EUipsoides, 
weil sämmtliche Coefficienten in der Gleichung (32) ihrer 
Natur nach positive Grössen sind. 

Da hiernach alle Oberflächen zweiter Ordnung, welche 
imaginäre Bilder von Körpern darstellen, nur imaginäre El- 
lipsoide sind, so rechtfertiget sich hier die am Anfange der 
Vorlesung gewählte Bezeichnung des imaginären Bildes 
eines Körpers. 

Sind nun a, /3, y die Coordinaten eines gegebenen Punk- 
tes, von welchem die gesuchten Axen des Körpers ausgehen 
sollen, so führen wir die vorliegende Aufgabe wieder auf die 
Aufgabe (19) zurück, wenn wir ein, dem gegebenen paral- 
leles Coordinatensystem zum Grunde legen, dessen Anfangs- 
punkt der in der Aufgabe gegebene Punkt ist. 


,2 
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Dieses geschieht durch die Substitutionen (13), durch 
welche die Gleichung (32) des imaginären Bildes des Körpers 
übergeht in: 
(34) _ a^oU^ -i- a^y -{- a^^w' 

-|- m (r — au — ßv — ywy = , 

wenn man zugleich für die grossen Buchstaben U, V, W, E 
die kleinen setzt. 

Wir bemerken hier, dass die, für die Lösung der Auf- 
gabe massgebende Function g)(u, v, w) sich von der ihr ent- 
sprechenden der vorhergehenden Aufgabe (25) nur durch das 
Vorzeichen von m unterscheidet. Darum können wir auch 
die, unsere Aufgabe lösenden, Gleichungen aus den Gleichun- 
gen (28) und (29) unmittelbar abschreiben wie folgt: 


(35) . . 


(«00 


X)a 


— ma(aa 

+ ßh + 

Yc), 

(«11 


•X)l 


— mß{aa 

+ ßh + 

yc), 

(«22 


■k)c 


— my{aa 

+ ßh + 

yc). 


1 

m 

a 

«2 

00 

'k ' aji— 

■ A 0^22 — 

.1 


Die vorliegende Aufgabe führt also wieder auf eine ku- 
bische Gleichung (36) zurück, nach deren Auflösung sich die 
Verhältnisse a :b : c der Cosinus der Winkel aus (35) ergeben, 
welche das von dem gegebenen Punkte ausgehende Axensystem 
des Körpers mit den Hauptaxen desselben bildet. 

Die kubische Gleichung (36) hat nur reelle Wur- 
zeln. Wir schliessen dieses aus der Uebereinstimmung der 
Form der Gleichung mit der ersten Gleichung (8) in der 
zweiundzwanzigsten Vorlesimg, von welcher dort die reellen 
Grenzen der Wurzeln angegeben sind. 

Verstehen wir unter «, /J, y variable Coordinaten eines 
Punktes in dem Coordinatensysteme , dessen Axen die Haupt- 
axen des Körpers sind, so ist die Gleichung (36) der analy- 
tische Ausdruck für alle, mit dem imaginären Bilde (33) des 
Körpers confocalen Oberflächen. Den drei Wurzeln der kubi- 
schen Gleichung entsprechen dann die drei confocalen Ober- 
flächen , welche durch den, in der Aufgabe gegebenen Punkt 
gehen. 
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Die vorliegende Aufgabe (31) führt demnach ^ rein geo- 
metrisch gefasst, darauf zurück: die drei; mit dem imagi- 
nären Bilde des Körpers confocalen Oberflächen zu 
bestimmen, welche durch den gegebenen Punkt 
gehen. Die Normalen dieser Oberflächen in dem gegebenen 
Punkte werden die gesuchten Axen des Körpers sein. Denn 
die Cosinus der Winkel, welche eine von diesen Normalen mit 
den Coordinatenaxen bildet, verhalten sich wie: 


«00 — ^ ' «11 — X ' a 


22 


gerade so , wie die aus (35) zu bestimmenden Grössen a, h, c. 
Diese geometrischen Betrachtungen dienen zur einfach- 
sten, algebraischen Auflösung der folgenden Aufgabe: 

(37) Die Axen eines Körpers zu bestimmen, 

welche von einem gegebenen Punkte des Raumes 
ausgehen, wenn der Körper bezogen ist auf irgend 
ein rechtwinkliges Coordinatensystem. 

Wir brauchen zur Auflösung der Aufgabe die Gleichung 
des imaginären Bildes in dem zum Grunde gelegten Coordi- 
natensysteme : 

(38) F{u, V, w, r) = 0. 

Irgend eine, mit dieser Oberfläche confocale, wird nach 
(11) der vorhergehenden Vorlesung ausgedrückt durch die 
Gleichung : 

(39) . . . F{u, V, w, r) + k{u'' + v'^ + w^) = 0. 

Uebertragen wir dieselbe in Punktcoordinaten, indem wir 
nach bekannter Begel setzen: 

iF\u) + Xu = x, ^F\w) -\- Xw = z , 

so erhalten wir eine Gleichung: 

(40) f{x,y,0,p) = O, 

welche ; in Rücksicht auf A vom dritten Grade, alle Ober- 
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flächen darstellt, welche mit dem imaginären Bilde (38) des 
Korpers confocal sind. 

Wenn wir nun in der letzten Gleichung (40) für die 
variabeln Coordinaten die Coordinaten des, in der Aufgabe 
gegebenen Punktes setzen, so erhalten wir die kubische Glei- 
chung, von welcher die Auflösung der Aufgabe abhängt. 
Den drei Wurzeln der kubischen Gleichung entsprechen die 
drei confocalen Oberflächen (40), welche durch den, in der 
Aufgabe gegebenen Punkt gehen. Ihre Normalen in dem 
gegebenen Punkte sind die gesuchten Axen des Körpers. 

Wenn in unserer Aufgabe (37) der gegebene Pimkt der 
Schwerpunkt des Körpers ist, so vereinfacht sich die Auf- 
lösung der Aufgabe dahin, dass man nur die drei Werthe 
von X zu bestimmen braucht, für welche die Gleichung (39) 
eine Grenzfläche wird. Die Ebenen der drei Grenzflächen 
schneiden sich dann in den Hauptaxen des Körpers. 

Ueberlegen wir zum Schlüsse, ob es denn nothwendig 
oder vortheilhaft war, am Anfange der Vorlesung das ima- 
ginäre Bild des Körpers einzuführen. 

Da die Bestimmung der Axensysteme eines und desselben 
Körpers auf ein, durch den Körper bestimmtes System con- 
focaler Oberflächen hinauskommt, so kann man für das Bild 
des Körpers irgend eine von den confocalen Oberflächen 
wählen. Das Bild des Körpers braucht darum nicht ein ima- 
ginäres EUipsoid zu sein. 

Als das einfachste reelle Bild erscheint diejenige Grenz- 
fläche unter den confocalen Oberflächen, welche von einer 
Ellipse umschlossen ist. Dieses Bild des Körpers wollten wir 
aber darum nicht wählen, weil es sich nur durch eine kubische 
Gleichung definiren lässt, wenn der Körper bezogen ist auf 
irgend ein rechtwinkliges Coordinatensystem. 

Irgend ein anderes reelles EUipsoid aus der Schaar der 
confocalen Oberflächen leistet zwar für unsere Zwecke ganz 
dasselbe, aber es giebt unter den confocalen Oberflächen keine 
einzige, welche sich dem Körper analytisch so anschmiegt, 
als das im Anfange der Vorlesung deflnirte, imaginäre Bild 
des Körpers, 
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Geometrische Deutung der kubischen Gleichung 
z/ = 0, von welcher die Hauptaxen einer Ober- 
fläche zweiter Ordnung abhängen. 


Wenn eine Oberfläche zweiter Ordnung einen Mittelpunkt 
hat, so lässt sich ihre, in Punktcoordinaten gegebene, Glei- 
chung durch Verlegung des Coordinatenanfangspunktes in den 
Mittelpunkt der Oberfläche, mit Beibehaltung der Richtung 
der rechtwinkligen Coordinatenaxen, wie man in der drei- 
zehnten Vorlesung gesehen hat, immer auf die Form zurück- 
führen : 

(1) 9^(^; 2/, ^)- 1=0, 

in welcher Gleichung 9? {x^ y, z) einen Ausdruck bedeutet von 
der Form: 

(2) fp{x, y, ^)=aooÄJ^+a„y2-f a22^2+2ai2y^+2a2o^:u+2ör.oi^. 

Durch Drehung des rechtwinkligen Coordinatensystemes 
um den Mittelpunkt der Oberfläche führten wir in der neun- 
zehnten Vorlesung, indem die Function (p{x, y, 3), ausgedrückt 
durch die neuen rechtwinkligen Coordinaten, die Gestalt er- 
hielt : 

(3) 9>(^, y, «) = K^ + K^ + h^ 

die Gleichung (1) der Oberfläche auf die Hauptaxen zurück: 

(4) AoX2 + AjF^ + A2Z2 —1=0. 

Die von der Oberfläche auf den Hauptaxen abgeschnitte- 
nen Stücke: 


sind die Hauptaxen der Oberfläche ihrer Grösse nach. 
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Diese Grössen hängen offenbar ab von der, in der neun- 
zehnten Vorlesung unter (11) aufgeführten, kubischen Glei- 
chung z/ = 0, welche nach Potenzen von k entwickelt: 

(5) — z/ = A3-^^A2+ £A - C = 

folgende Werthe der Coefficienten giebt: 

^ = «00 + ^11 + «22? 

(6) B = (aj,a22 — «il) + (0^22^00 -^ ^) + («oo^^ji — «01) , 

C = ^00^11^22 H" ^«12^20^01 «00^12 Ö^iiö^20 0^22^01 • 

Lässt man nun die sechs Coefficienten in der Function (2) 
(p{x,y^z) beliebig variiren, so stellt die Gleichung (1) alle 
möglichen Oberflächen zweiter Ordnung mit demselben Mittel- 
punkt dar. Lässt man aber jene sechs Coefficienten unter 
der Beschränkung variiren, dass die Ausdrücke (6) A, B, C 
ungeändert bleiben, so stellt die Gleichung (1) nur solche 
Oberflächen zweiter Ordnung dar, welche gleich grosse Haupt- 
axen haben, oder, mit anderen Worten, die Gleichung (1) 
ist unter der gemachten Voraussetzung der analytische Aus- 
druck für eine und dieselbe Oberfläche, beliebig gedreht um 
ihren Mittelpunkt. 

Von der Voraussetzung ausgehend, dass A, B, C unver- 
änderliche Grössen seien, wollen wir nun die geometrische 
Bedeutung dieser Grössen feststellen. 

Bezeichnen wir mit P, Q, R die Längen der auf den 
Coordinaten x, y, z von der Oberfläche (1) abgeschnittenen 
Stücke, so haben wir: 

P2 = — , ^2 = — , i22_,_i.. 

ttjo ttii «22 

Es ist demnach: 

-^ "^^ ^00 "1 ^1 1 "r ^^^22 =^ JD2 \ ~Ql I jii ' 

Da aber A der Voraussetzung nach eine constante Grösse 
ist, so drückt diese Gleichung den Satz aus: 

Wenn man um den Mittelpunkt einer Oberfläche 
zweiter Ordnung einSystem von drei, in dem Mittel- 
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punkte auf einander senkrecht stehenden, geraden 
Linien dreht, so ist die Summe der reciproken Qua- 
drate der von der Oberfläche auf den geraden Li- 
nien abgeschnittenen Stücke eine constante Grösse. 

Diese constante Grösse lässt sich näher bezeichnen. Denn 
wenn man das System von drei, in dem Mittelpunkte der Ober- 
fläche auf einander senkrecht stehenden Linien in die Lage 
der Hauptaxen bringt, so werden jene auf ihnen abgeschnit- 
tenen Stücke die Hauptaxen selber. 

Ais CoroUar zu dem angegebenen Satze bezeichnen wir 
folgenden : 

Wenn man um den Mittelpunkt eines Kegel- 
schnittes einen rechten Winkel dreht, dessen Spitze 
im Mittelpunkte liegt, so ist die Summe der reci- 
proken Quadrate der, von dem Kegelschnitte auf den 
Schenkeln des rechten Winkels abgeschnittenen 
Stücke eine constante Grösse. 

Dieser Satz geht hervor aus dem vorhergehenden, wenn 
man die Richtung der einen von den drei, im Mittelpunkte 
der Oberfläche auf einander senkrecht stehenden geraden Li- 
nien ungeändert lässt, und die Drehung macht um diese un- 
geänderte, gerade Linie. 

Wir erhalten die Gleichung des Kegelschnittes, in wel- 
chem die j/;^ Ebene die Oberfläche (1) schneidet, wenn wir in 
der Gleichung der Oberfläche x = setzen: 

«1,2/2-}- 2a,2y^ + «22^^^ — 1 = 0. 

Die Hauptaxen dieses Kegelschnittes hängen ab von der 
quadratischen Gleichung: 


^21 7 ^22 ^ 


= 0, 


in welcher das von A freie Glied gerade der erste Theil des 
Ausdruckes B in (6) ist: 


2 
1 1 22 """ 19* 
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Dieses Glied ist das Product der beiden Wurzeln der 
quadratischen Gleichung, und da die Wurzeln die reciproken 
Quadrate der Hauptaxen des Eegelschuittes ausdrücken , so 
stellt der letzte Ausdruck durch ä^ dividirt, nach (39) der 
einundzwanzigsten Vorlesung, das reciproke Quadrat des 
Flächeninhaltes des Kegelschnittes dar, wenn derselbe eine 
Ellipse ist. 

Die Bedeutung der beiden anderen Glieder, aus welchen 
der Ausdruck B in (6) zusammengesetzt ist, ergiebt sich hier- 
nach von selbst. Dividiren wir nun B durch ä^ und bemerken, 
dass bei der Drehung der Oberfläche um ihren Mittelpunkt 
der Quotient ungeändert bleibt, so haben wir den Satz: 

Wenn man um den Mittelpunkt einer Oberfläche 
zweiter Ordnung drei, in diesem Punkte auf ein- 
ander senkrecht stehende. Ebenen dreht, so schnei- 
den die drei Ebenen die Oberfläche in drei Kegel- 
schnitten, von welchen die Summe der reciproken 
Quadrate der Flächeninhalte eine constante Grösse 
ist. 

Wenn einer von den drei Kegelschnitten eine Hyperbel 
oder Parabel wird, so hört die Gültigkeit des Satzes selbst- 
verständlich auf. Er trifft aber wieder zu, wenn man die 
Drehung in der Weise bewerkstelliget, dass die Hyperbel oder 
Parabel ungeändert bleibt. 

Was endlich die Bedeutung des Coefficienten C in der 
kubischen Gleichung z/ = anbetrifft, so weiss man, dass 
derselbe gleich ist dem Produkt der drei Wurzeln der Glei- 
chung, also gleich dem reciproken Produkt aus den Quadraten 
der Hauptaxen der Oberfläche. Dividirt man daher den Coef- 
ficienten C durch (1^«)^, so erhält man nach (56) der zwei- 
undzwanzigsten Vorlesung das reciproke Quadrat des körper- 
lichen Inhaltes der Oberfläche, vorausgesetzt, dass die Ober- 
fläche ein EUipsoJd ist. 


Die Mittelpunktgleichung der Oberfläche zweiter Ordnung, 
durch Ebenencoordinaten ausgedrückt, erhält man, wenn man 
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die, der Function g){x, y, 8) reciproke Function 0{u, v, w) 
bildet, und hierauf setzt: 


(7) 


0{uj V, w) — 1 = 0. 


Wenn wir von dieser, durch Ebenen coordinaten ausge- 
drückten Gleichung der Oberfläche zweiter Ordnung mit einem 
Mittelpunkte ausgehen, so können wir ebenfalls die kubische 
Gleichung ^ = angeben, von welcher die Hauptaxen der 
Oberfläche abhängen. Die geometrische Deutung der Coeffi- 
cienten in dieser kubischen Gleichung muss auf Sätze führen, 
die den vorhergehenden Sätzen analog sind. 

Wir bemerken, um die angegebene Idee zu verwirklichen, 
dass, während die Substitutionen (14) der achtzehnten Vor- 
lesung die Function fp {x, y, z) transformiren in (3), die Sub- 
stitutionen (23) derselben Vorlesung die reciproke Function 

0(w, V, w): 

(8) (p(uj V, «(?)=eooW^+ßji^^+^22^^+2ej2^^+2^2o^^+2ßoi^^; 

nach den Auseinandersetzungen in der zwanzigsten Vorlesung 
transformiren in: 


(9) 




Es ist demnach: 


(10) 


^'+_^+_»:!_i = o 


Xq 


h 


die Gleichung der Oberfläche (7), bezogen auf das Hauptaxen- 
system dieser Oberfläche ; und die kubische Gleichung ^ = 0, 
von welcher die Transformation abhängt, ist: 


(11) .... z/ = 


'00 


€ni 1 ^no 


l 7 '^01 ; '^O 
"X> ^J2 
^20 ; ^21 } ^22 i 


^10 ; ^11 


0. 


Wenn wir diese Gleichung entwickeln, wie folgt: 
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(12) -j='^^^-a^^ + h-l-c = 0, 

so finden wir die Werthe der Coefficienten a, h, c: 

^ = ^00 4" ^11 + ^22 } 
(13) h = (6,^^22 - ^i^) + (^22^00 — ^2ü) + (^00 ^11 — ^ol) , 
C == ^00^11^22 "I '^^12^20^01 ^00^12 C\\(^20 ^22 ^"01« 

Wir lassen nun die sechs Coefficienten e in der Gleichung 
(7) der Oberfiäche beliebig variiren und erhalten dadurch alle 
möglichen Oberfiächen zweiter Ordnung mit demselben Mittel- 
punkte. Beschränken wir aber diese Variationen, indem wir 
festsetzen, dass die drei Coefficienten a, 6, c in (13) unver- 
ändert bleiben, so stellt die Gleichung (7) eine und dieselbe 
Oberfläche zweiter Ordnung dar in allen möglichen Lagen 
nach der Drehung um den Mittelpunkt. 

Die verschiedenen Lagen einer und derselben Oberfläche 
zweiter Ordnung wollen wir nun in das Auge fassen. 

Zu diesem Zwecke legen wir drei Tangentenebenen an 
die Oberfläche (7) den Coordinatenebenen parallel, und be- 
stimmen die senkrechten Abstände p, g, r derselben von dem 
Mittelpunkte der Oberfläche aus der Gleichung (7): 

Hiemach ist: 

« = e,o + <?n + er> =i>' + q^ + r-, 

welche Gleichung ausdrückt, dass die Summe der Qua- 
drate der Entfernungen desMittelpunktes der Ober- 
fläche zweiter Ordnung von irgend drei aufeinander 
senkrecht stehenden Tangentenebenen derselben 
eine constante Grösse ist. 

Wir können diesen Satz auch so auffassen: 

Der geometrische Ort des Schnittpunktes dreier, 
auf einander senkrecht stehenden, Tangentenebe- 
nen einer Oberfläche zweiter Ordnung ist eine 
Kugel, deren Mittelpunkt in dem Mittelpunkte der 
Oberfläche liegt. 

HsssB, analyt. Geoxnetr. d. Baumes. 2. Aufl. 24 
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Wenn wir, indem wir in der Gleichung (7) der Oberfläche 
u = setzen, die Oberfläche senkrecht auf die y^s? Ebene pro- 
jiciren, so erhalten wir die Gleichung der Projection: 

ßj^t;^ -f- 2ei2VW + ßj-i^^ — 1=0, 

welche einen Kegelschnitt ausdrückt, dessen Hauptaxen von 
der quadratischen Gleichung abhängen: 


1 

I ^21 ; ^22 Y 


= 0. 


Das in der Entwickelung dieser Gleichung nach Potenzen 
von Y ^^* ^®^ ^^^ Potenz multiplicirte Glied: 

^1 1 ^22 ^12 f 

welches den ersten Theil des Ausdruckes h in (13) bildet, ist 
das Quadrat des Productes der Hauptaxen des Kegelschnittes. 
Wir erhalten daher das Quadrat des Flächeninhaltes der Pro- 
jection, wenn wir jenen Ausdruck noch mit ^r^ multipliciren. 
Multipliciren wir nun die ganze zweite Gleichung (13) 
mit 7t^ und bemerken, dass 6ä^ sich bei der Drehung der Ober- 
fläche um den Mittelpunkt nicht ändert, so ergiebt sich aus 
der geometrischen Deutimg der einzelnen Theile jener Glei- 
chung der Satz: 

Wenn man eine Oberfläche zweiter Ordnung 
auf irgend drei auf einander senkrecht stehende 
Ebenen projicirt, so ist die Summe der Quadrate der 
senkrechten Projectionen eine constante Grösse. 

Es lässt sich dieser Satz als eine Ausdehnung des Satzes 
(5) der ersten Vorlesung auffassen. Denn, verstehen wir unter 
Flächeninhalt einer Oberfläche zweiter Ordnung die Quadrat- 
wurzel aus der Summe der Quadrate der senkrechten Projec- 
tionen der Oberfläche auf bestimmte drei, auf einander senk- 
recht stehende Ebenen und bezeichnen dieselben mit ^; 
bezeichnen wir ferner mit Ä, B, C die senkrechten Projec- 
tionen der Oberfläche auf irgend drei, auf einander senkrecht 
stehende Ebenen, so haben wir jene in (5) der ersten Vor- 
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lesung aufgeführte Gleichung, die dort nur Geltung hatte, 
wenn die Oberfläche zweiter Ordnung eine Grenzfläche war. 

Der angegebene Satz gilt ohne Einschränkung für das 
Ellipsoid. Ist bei einer anderen Oberfläche zweiter Ordnung 
eine der senkrechten Projectionen der Oberfläche eine Hyper- 
bel oder Parabel , so verlangt der Satz eine leicht anzugebende 
Modification. 

Was endlich den Coefficienten c in der kubischen Glei- 
chung (12) anbelangt, so weiss man, dass derselbe das Quadrat 
ist des Productes der Hauptaxen der Oberfläche. Multiplicirt 
man diesen Coefficienten mit (^ä)^, so erhält man nach (56) 
der zweiundzwanzigsten Vorlesung das Quadrat des körper- 
lichen Inhaltes der Oberfläche, vorausgesetzt, dass die Ober- 
fläche ein Ellipsoid ist* 


Siebenundzwanzigste Vorlesung. 

Bedingungen für die Botationsoberflächen 

zweiter Ordnung. 


Bei Gelegenheit der Hauptaxenbestimmung einer durch 
ihre trleichung f{x, y, z, 1) = gegebenen Oberfläche zweiter 
Ordnung in der neunzehnten Vorlesung haben wir die Be- 
dingungen (39) «^ = «j == «2 für ©ii^G Rotationsoberfläche 
zweiter Ordnung festgestellt, welche, mit Hülfe von (27) durch 
die Coefficienten in der gegebenen Gleichung ausgedrückt, 
folgende Gestalt erhalten: 

^01 ^^1» ^.»0^12 ^*12^10 — ^*ll^'2» ^2 1^2 1 — ^^vg^OI 

«12 (i^^ aoi 

Wir werden im Folgenden, indem wir die Entstehung 
der Rotationsoberflächen zweiter Ordnung ins Auge fassen, 
dieselben Bedingungsgleichungen auf einem anderen Wege her- 
leiten. 

24 * 
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Eine Rotationsoberfläche entsteht im Allgemeinen, wenn 
eine Curve sich um eine feste Axe dreht. Die Curve beschreibt 
dann die Rotationsoberfläche, indem jeder Punkt derselben 
einen Kreis durchläuft, dessen Ebene senkrecht steht auf der 
Rotationsaxe, und dessen Mittelpunkt auf der Rotationsaxe 
liegt. Daher schneiden alle auf der Rotationsaxe senkrecht 
stehenden Ebenen die Rotationsoberfläche in Kreisen, deren 
Mittelpunkte in der Rotationsaxe liegen. Die Rotationsober- 
fläche zweiter Ordnung wird von jeder auf der Rotationsaxe 
senkrecht stehenden Ebene nur in einem Kreise geschnitten, 
weil eine jede gerade Linie in der Ebene des Kreises die Ober- 
fläche nur in zwei Punkten schneidet. 

Dieses vorausgeschickt, sei nun: 

(1) f{x, y, z, 1) = () 

die Gleichung irgend einer Rotationsoberfläche zweiter Ord- 
nung, indem wir festsetzen, dass: 


(2) 


(3) 


f{x, y, z, 1) = (p{x, y, z) + 2a^.^x + 2a^^y-\- 2a^.^z + a^g, 
(p{x,y,z) = a^Qx'^-{-a^^y--{-a.y,^?'+2a^^yz-i-2a^QZX-{-2af^^xy, 

Es seien ferner: 

A) = f^^ + ßy + 7^ — ^0 = ^h 

A^ = ax -{- ßy -\- yz — Ä| = 


die Gleichungen von zwei beliebigen, auf der Rotationsaxe 
der Oberfläche (1) senkrecht stehenden, Ebenen in tier Normal - 
form, welche die Oberfläche also in Kreisen schneiden. Da 
die Verbindungslinie ihrer Mittelpunkte, die Rotationsaxe, 
senkrecht auf den Ebenen steht, in welchen die Mittelpunkte 
liegen, so wird man, wenn man setzt: 

(4) . . . K=ix-Äy + (y- By + (;8r - C)' - 2^^ 

immer eine Kugel ^=0 bestimmen können, auf welcher 
beide Kreise liegen. 

Man hat daher drei Oberflächen zweiter Ordnung, die 
gegebene Oberfläche (j) f{x, y, z, 1) = 0, die Kugel K=0 
und das Ebenenpaar A^A^ =0, von welchen jede durch die 
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Schnittcurve der beiden anderen geht, und daher nach den 
Auseinandersetzungen in der neunten Vorlesung die iden- 
tische Gleichung: 

(5) f{^y y, z, \)—'kK = \iA,,Ay 

Diese identische Gleichung ist die Bedingung für die Ro- 
tationsoberfläche (1). Das will sagen, dass die Oberfläche (1) 
eine Rotationsoberfläche sei, wenn die elf Constanten A, A, B, 
C, B, fi, a^ ßj y, Öqj d^ sich so bestimmen lassen, dass der 
Gleichung (5) identisch genügt wird. 

Da zwischen den Gonstanten a, ß, y noch die Gleichung 
besteht a^ -\- ß'^ -{- y"^ = 1, so vertreten die elf Constanten 
nur die Stelle von zehn Constanten, welche durch eben so 
viele Gleichungen bestimmt werden. Da aber die identische 
Gleichung (5) durch Gleichsetzen der Coefficienten der Poten- 
zen und Producte gleicher Variabein sich in zehn Bedingungs- 
gleichungen auflöst, so hat es den Anschein, als könne diesen 
zehn Gleichungen immer genügt werden, welcher Art auch 
die gegebene Oberfläche (1) sei. Allein, wenn man beachtet, 
dass in die sechs Bedingungsgleichungen, welche sich durch 
Gleichsetzen , der correspondirenden Glieder der zweiten Ord- 
nung in der identischen Gleichung (5) ergeben, nur die fünf 
Constanten A, ft, a, /3, y eingehen, zwischen welchen noch 
die Gleichung a'^ -{- ß'^ -{-■ y'^ = l besteht, so sieht man, dass 
durch Elimination der fünf Constanten aus den sieben Glei- 
chungen sich zwei Bedingungsgleichungen ergeben müssen. 

Setzen wir nämlich die correspondirenden Glieder der 
zweiten Ordnung in der identischen Gleichung (5) einander 
gleich, so erhalten wir: 

«00 — ^ = f*«^ , «1 > = i^ßy , 
(6) a,j — A = [iß'^ , a.^o = ^ycc , • 

Gleichungen, in welche nur die vier Constanten A, ajKft, ßV^, 
yy^ eingehen. Wir brauchen deshalb die Gleichung «^ + ß^ 
-[- y"^ = 1 nicht weiter zu berücksichtigen. Denn die Elimi- 
nation dieser vier Constanten aus den sechs Gleichungen (6) 
giebt ebenfalls die beiden Bedingungsgleichungen. Um letztere 
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zu erhalten ; multipliciren wir je zwei von den drei letzten 
Gleichungen (6) und dividiren sie durch die übrig bleibende. 
Dadurch wird: 


^ 1^2 „ «2 ^12^10 ,, ai «tO«21 ,, -.2 

-— — ucc , -— — [ip , ~7,~ — rr i 

U 2 «t20 "'Ol 


und durch Substitution dieser Ausdrücke in die drei ersten 
Gleichungen (6) erhalten wir die oben angegebenen beiden 
Bedingungsgleichungen für die Rotationsoberfläche (1): 


(8) . . X = a^i^ ^-^ — a, , 

a,2 


«20 *(ll 


zugleich mit dem Werthe von A. 

Handelt es sich um die Richtung der Rotationsaxe, welche 
mit den Coordinatenaxen Winkel bildet, deren Cosinus sind 
^} ß} y^ ^^ ^^^ ^^^^ ^^f Grund von (7): 


S 


y <*!« r ^2) r ^01 

^^) • • • ^ 1 1 1 

a\ p : y = — : — : — j 

*n ^20 ötoi 

in üebereinstimmung mit (36) der neunzehnten' Vorlesung. 

Wir sehen hier zwei Bedingungsgleichungeh für eine 
Rotationsoberfläche zweiter Ordnung auftreten, während die 
eine Bedingung der Gleichheit zweier Wurzeln der kubischen 
Gleichung ^ = 0, von welcher die Hauptaxen der Oberfläche 
abhängen, für sich schon hinreicht, die Oberfläche zu einer 
Rotationsoberfläche zu machen. Die Erklärung dieses Para- 
doxons wird den Gegenstand der folgenden Untersuchung 
bilden. 

Auf ein ähnliches Paradoxon stosst man schon beim Kreise 
in der Ebene.« Man weiss nämlich, dass der Kegelschnitt: 

nur unter den beiden Bedingungen: 

^00 ""^ ^11 ; <Iq\ = y^ 
ein Kreis ist, während schon die eine Bedingungsgleichung: 

(»00 + «11? — 4 («00 0^11 — Ooi) = 
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der Gleichheit der beiden Wurzelu der quadratischen Glei- 
chung : 

von welcher die Hauptaxen des Kegelschnittes abhängen; hin- 
reicht, um den Kegelschnitt in einen Kreis übergehen zu 
lassen. 

Man braucht aber nur jene Bedingungsgleichung in die 
Form der Summe zweier Quadrate zu bringen: 

(«00 — (f'wY + 4örol = 0, 

um zu sehen ; dass die eine Bedingungsgleichung in die beiden 
angegebenen Bedingungsgleichungen zerfallt. 

Eine ähnliche Zerfällung der Bedingungsgleichung für die 
Gleichheit zweier Wurzeln der kubischen Gleichung z/ = 
in die Summe von Quadraten lässt sich nach der Analogie 
erwarten, und Kummer führte sie, wenn gleich auf einem 
beschwerlichen Wege, zuerst durch. 

Wir beginnen unsere Untersuchung mit der Aufstellung 
der Bedingungsgleichung für die Gleichheit zweier Wurzeln 
der kubischen Gleichung z/ == 0. 

Die Bedingungsgleichung für die Gleichheit zweier Wur- 
zeln einer gegebenen Gleichung erhält man bekanntlich da- 
durch, dass man die gegebene Gleichung nach der, in ihr 
vorkommenden Unbekannten partiell differentiirt und aus 
beiden Gleichungen die Unbekannte eliminirt. Ist die gege- 
bene Gleichung eine algebraische vom wten Grade, so wird 
die differentiirte Gleichung vom (n — l)ten Grade. Die all- 
gemeinen Methoden der Elimination der Unbekannten aus 
diesen Gleichungen geben jedesmal eine resultirende Gleichung, 
welche einen überflüssigen Factor enthält. Dieser überflüssige 
Factor wird vermieden, wenn man für die genannten Glei- 
chungen zwei, ihnen äquivalente Gleichungen, beide vom 
(n — l)ten Grade, in folgender Weise substituirt. 

Man mache die gegebene Gleichung vom nten Grade da- 
durch homogen, dass man in ihr für die Unbekannte A setzt 

— , und die Gleichung mit x** multiplicirt. Aus dieser Glei- 

chung geht wieder die gegebene Gleichung hervor, wenn man 
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für X den Werth setzt « = 1 , welchen Werth von x wir auch 
in dem Folgenden beibehalten werden. Wenn nun die ge- 
gebene, homogen gemachte Gleichung ist: 

so hat man für die gleiche Wurzel A überdies: 

Da aber: 

n^(x, A) = x^'(x) + XtXX) = 0, 

so sieht man, dass für die gleiche Wurzel auch ist: 

^'(x) =0. 

Man hat daher für die gleiche Wurzel die beiden Glei- 
chungen vom (n — l)ten Grade : 

t\x) = 0, t\l) = 0, 

aus welchen die Unbekannte A zu eliminiren ist, während man 
früher die Elimination aus einer Gleichung des wten und einer 
zweiten Gleichung des (n — l)ten Grades zu vollführen hatte^ 
um die gesuchte Bedingungsgleichung zu erhalten. 

Nach der Bezout-Sylvester'schen Methode kommt die 
Elimination der Unbekannten A aus den beiden letzten Glei- 
chungen darauf hinaus, die Elimination der (2n — 2) ersten 
Potenzen von A, mit Einschluss der Oten Potenz, aus folgen- 
den (2n — 2) Gleichungen: 

^'(A) = , A^'(^) = , . . . A«-V(A) == , 
^'(x) = , A t^'(x) = , . . . A^-^^'Cx) = , 

wie aus linearen, homogenen Gleichungen zu vollführen. 

Setzen wir nun, um die angegebene Regel auf den Fall 
der kubischen Gleichung ^ = anzuwenden : 

^(x, A) = ~ ^ = A3 — ÄP + £A — C, 

so haben wir unter der Voraussetzung, dass x den Werth 1 

habe: 

^'(A) = 3A2 -2J.A^ + jBA% 

— ^'(«) = J.A2 — 2BV + eS(7A« , 
und daher die Elimination der Potenzen A^, A*, A^, A^ aus den, 
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in Bücksicht auf sie linearen ^ homogenen Gleichungen aus- 
zuführen : 

3P — 2Är' + BX' =0, 

+ 3A2 ^2AV +BX^ =0, 

+ ÄP — 25A' +3(7A« = 0, 

^A^-2JJr+3CA' =0. 

Bezeichnen wir mit 3L^ die Determinante: 

3, - 2^, + 5, 

(10)... 3L2= |0> 3' ^2A, + B 
^ ^ 0, + ^, -21?, +3C 

Ä, -2jB, +3C, 

so haben wir als Resultat der Elimination die gesuchte Be- 
dingungsgleichung : 

(11) L2_,o 

für die Gleichheit zweier Wurzeln der kubischen Gleichung 
z/ = 0. 

Um die aufgestellte Bedingungsgleichung (11) weiter zu 
transformiren, werden wir der Determinante (10) 3L^ nach 
und nach andere Formen geben. 

Wir benutzen zu diesem Zwecke die Relationen zwischen 
den Potenzsummen Sq, s^, . . . s^ der Wurzeln und den Coef- 
ficienten der kubischen Gleichung z/ = : 

S^^ = 3 , 

s^ — ÄS2 + Bs^ — Cis,, == , 
S4 — Äs^ + ^^2 — Cs, = *), 


*) Die angegebeneu Formeln leitet man leicht aus der in X iden- 
tischen Gleichung: 

-z^ = (x-Ao)(i-x,)C;i~x,) 

in folgender Weise ab: 

Die angegebene identische Gleichung, differentiirt nach X: 
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aus welchen Gleichungen unmittelbar folgt: 

s^ — As.^ + B = 3a 

Mit Hülfe dieser Gleichungen lässt sich die Determinante 
(10) 3 Z/2 so ausdrücken: 


^0; ^1 — -^^0; ^2 — -^^i "f" -^^üj ^3 — -^^2 "I" -^^1 


fe 


Ü 


0, Si, 


■Asq, 




•1? 


5., 


-^^1? ^3 ^^2 + ^^!? ^4 ^^3 + ^^2 — C!S, ' 


Diese Determinante ist aber wieder nach Satz (30) der 
siebenten Vorlesung gleich: 

dividirt man durch die angegebene Gleichung, wodurch man erhält: 

1 d^ 1.1.1 


J dl 


X — X, 


+ 


+ 


Jeden Bruch des rechten Theiles dieser Gleichung entwickelt man nach 
absteigenden Potenzen von A, wodurch man erhält": 


I cJ 

J 'dl 


und durch Summation: 


I 


' + ©+©■" + ••• 


oder : 


j dl"' i r°^ X ^A^^ •• 


da 
dl 


d^ 


Setzt man in diese, in l identische Gleichung für J und -^ - ihre Werthe: 

J =^l^ + Al^ — Bl + G, 
d^ 


dl 


Sl^ + 2Al —B, 


so erhält man durch Gleichsetzen der Cöefficienten gleicher Potenzen 
von l auf beiden Seiten der Gleichung die oben angegebenen Gleichungen 
und noch mehrere der Art. 
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3^2 = 




Zieht man in der so dargestellten Determinante 3 L^ die 
dritte Horizontalreihe der Gomponenten von der ersten Hori- 
zontalreihe ab , so erhält man nach dem angegebenen Satze : 

60, 0, 0, 


3Z2 = 


^ ) ^« > ^j ; ^2 
"1 ^1; ^2; ^3 

^19 ^2 9 ^3» ^1 


und endlich nach dem Satze (14) der siebenten Vorlesung, 
wenn man zugleich für Sq seinen Werth 3 setzt: 


(12) 


^0 9 ^'i ; ^2 
L = S^f 6*2, ^3 


I ^2 9 ^'3; ^4 ( 


Beachtet mau aber, dass: 


(13) 


^p — ^0 H~ ^t "f" ^2 9 


so hat mau nach Satz (31) der siebeuten Vorlesung: 


(14).. r'= A„«, A,', A./ 

;i 2 3 2 12' 

I '*'0 > '^I > "'2 ! 

Da mau ferner hat: 


A^j , A, , A.^ 

'^ü ; '*'l ; '^'2 

12 3 2 3 2 

'*'0 ? '^l 9 "'2 


(A, Aq) (^2 Xq) (Aj A|) 


SO ist: 


II« 1 « iL " ■ 

H 9 ^\ 9 ^2 \-i 
A 2 12 3 2 


(15) ... V^{{1,- A„) (A3 - A«) (A, _ A,)}^ 

und jL^ =s ist eine für unseren Zweck geschicktere Form 
der Bedin^ungsgleichung für die Gleichheit zweier Wurzeln 
der kubischen Gleichung z/ »s 0. 
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Diese von selbst einleuchtende Bedingungsgleichung hätten 
wir gleich als Ausgangspunkt unserer Untersuchung wählen 
können; es lag aber die Absicht vor, zu zeigen, wie die ver- 
schiedenen Formen sich auf einander zurückführen lassen. 

Betrachten wir nun den Ausdruck von L^ in (15), so 
sehen wir, dass derselbe verallgemeinert in (49) der zwanzig- 
sten Vorlesung als die Summe von gleichartigen Producten 
dargestellt worden ist. 

Setzen wir dort w = 2, so erhalten wir: 

-^ ^^^ ^ ^aoOiO^ (^Ooa^a^ ^a^aia^y 

und da in dem vorliegenden Falle die Function / ist: 
/•= x^ + y'^ + z^, so ist auch a«««,«, = ^o,«,«,. 

Es stellt sich hiernach der Ausdruck L^ als die Summe 
von Quadraten dar, welche rational zusammengesetzt sind aus 
den Coefficienten der gegebenen Function g). 

Da nun dieser Ausdruck L^ nicht verschwinden kann, 
wenn nicht jedes einzelne Quadrat, woraus er besteht, ver- 
schwindet, so sieht man, dass die eine Bedingungsgleichung 
(11), IJ = 0, für die Gleichheit zweier Wurzeln der kubi- 
schen Gleichung z/ = in mehrere zerfällt, wodurch das 
oben hervorgehobene Paradoxon erklärt ist. 

Wenn hiernach die Zerlegung des Ausdruckes L^ in die 
Summe von Quadraten theoretisch keine Schwierigkeiten macht, 
so bedarf es doch mannigfacher Reductionen, um die Qua- 
drate auf die einfachsten, von Kummer angegebenen For- 
men zurückzuführen. Grelles Journal für Mathematik Bd. 26, 
p. 268. Wir werden daher den in der zwanzigsten Vorlesung 
eingeschlagenen Weg der Zerlegung des Quadrates L^ in dem 
Folgenden dem Zwecke entsprechend anpassen. 

Die Determinante: 


(16) i = 


^ 2 3 
A 2 2 2 2 1 


bleibt ungeändert, wenn man irgend eine der Verticalreihen 
der Componenten durch eine und dieselbe Grösse dividirt und 
die Determinante selbst mit derselben Grösse multiplicirt. 


J 
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Darauf hin kann die angegebene Determinante auch so dar- 
gestellt werden: 

'•1 1 1 


ÄJ Aji A I Af 


1, 


1, 


i 


Bemerken wir, dass das Produet A^A, Aj der drei Wurzeln 
der kubischen Gleichung z/=0 nach (10) der neunzehnten 
Vorlesung gleich ist: 


(17) D 


so haben wir: 


^20 7 ^21 7 ^22 


(18) 


Z = i> 


^0> 
l 

i.' 
1, 


1 

1, 


1 


Das Quadrat dieses Ausdruckes ist eine symmetrische 
Function der Wurzeln der kubischen Gleichung ^ = 0. Das- 
selbe lässt sich also rational durch die Coefficienten in der 
Gleichung ausdrücken. Die genannten Coefficienten sind 
aber wieder rationale Ausdrücke der Coefficienten in der ge- 
gebenen Function q>. Es ist also i^ ein rationaler Ausdruck 
der Coefficienten in der Function g). Diesen Ausdruck in 
die Summe von Quadraten zu zerlegen, wird unsere Aufgabe 
sein. 

Zu diesem Zwecke bringen wir in Erinnerung, dass in 
der neunzehnten Vorlesung die Substitutionen mit ihren Auf- 
lösungen: 


x = aX+aT+a'Z, 

(19) y = bX-\-VY + rZ, 

= cX + cY + c'Z, 


X= ax +6«/ + ^^> 
Y = ax + ^'y + c'^ } 
Z = a'x -f iry + c'0 


der Art bestimmt worden sind, dass sie folgende drei Glei- 
chungen zu identischen Gleichungen machen: 
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(20) .... ^{x, y, g) 


Aq A| A2 

= x^ + r^ + z^, 


wenn 0(a?, y, j8^) die reciproke Function von g>{Xf y, 0) ist. 
Denn die mittlere Gleichung folgt unmittelbar aus dem Satze 
(25) der zwanzigsten Vorlesung. 

Dieses vorausgeschickt; bilden wir nun die Determi- 
nante [a]: 

W(p), W(y), Wie) 


(21) ... [a] = 


^0'{x), ?«&'(»), ?0'(^) 


X 


y 


und bemerken , dass die Componenten in derselben auf Grund 
der identischen Gleichungen (20) folgende Werthe haben: 


W(y) 

^^\x) 

Y^\y) 


a AflX -(- aX^ Y -\- a"X^, 
6A,X4-6'A,r + rAjZ, 
cIqX + c'AjF 4- c'AjZ. 

Aq X] Aj 

6^X+ 6'?r+ b"?Z, 

Aq Aj a^ 

c:^X+ c'^Y-^ c"^Z. 

Aq A| Aj 


y = hX+b'Y + V'Z, 
z =cX + €Y + c'Z. 

Setzen wir diese Werthe der Componenten in die Deter- 
minante (21), so sehen wir, dass nach (31) und (29) der 
siebenten Vorlesung dieselbe in das Product zerfallt: 


(22) [a] = 


a, 

a', 

a" 


^0 ; 

A,, 

A, 

h, 

V, 

¥ 

• 

1 

1 

1 

c, 

c-, 

c" 


1, 

1, 

1 


. i> . XYZ. 
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Da nun der erste Factor dieses Productes nach (19) und 
(20) der achtzehnten Vorlesung gleich 1 ist, das Product der 
beiden, darauf folgenden Factoren nach (18) gleich i, so 
haben wir die, durch die Substitutionen (19) identische Glei- 
chung: 

(23) XYZ= ^f^- 

Wir entwickeln nun die durch (21) definirte Determi- 
nante [a] , welche homogen und von der dritten Ordnung ist 
in Rücksicht auf die Variabein x, y, 0, indem wir setzen: 

(24) ........ [a] = £aaßY x^i/zr 

und setzen diese Entwickelung in (23). 

Alsdann haben wir eine Entwickelung des Productes XYZ 
in (23) nach Potenzen und Producten der Variabein x, y, 0, 
in welcher die Coefficienten rationale Functionen sind der 
Goefficienten in der Function 9), sänmitlich dividirt durch L. 

Eine zweite Entwickelung desselben Productes: 
(25) XYZ=ZAa;iyXayß8Y^ 

in welcher die Entwickelungscoefficienten ganze, rationale 
Functionen der Substitutionscoefficienten sind, entnehmen wir 
aus (45) der achtzehnten Vorlesung, woselbst auch in (46) 
die Werthe der Entwickelungscoefficienten vorliegen. 

Da nun beide Entwickelungen für alle Werthe der Va- 
riabein Xj y, z gelten, so müssen die Coefficienten der Poten- 
zen und Producte gleicher Variabein in beiden Entwickelungen 
einander gleich sein, weshalb wir haben: 

(26) A.fy="f- 

Diese eleganten Relationen sind von Jacobi aufgestellt 
worden in Crelle's Journal für Mathematik Bd. 30. p. 46. 

Setzen wir endlich diese Werthe von Aaßy in die Glei- 
chung (49) der achtzehnten Vorlesung ein, so erhalten wir 
die Kummer 'sehe Zerlegung des Ausdruckes L^ in die 
Summe von sieben Quadraten: 
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/g^N I/^ = 15 {Oloo + «030 + «003} + «111 

"1 («120 ~ ^102) ~r («012 ^2 10) "T (^'201 ^021) • 

Eine andere Zerlegung desselben Ausdruckes in die Summe 
von zehn Quadraten würde aus der Gleichung (47) der ge- 
nannten Vorlesung hervorgehen. 

Im Original findet man Kummer 's glänzende Ent- 
deckung in Crelle's Journal für Mathematik Bd. 26. p. 268. 

Es bleibt noch übrig die zehn Entwickelungscoefficienten 
üaßY selbst zu berechnen. Dazu ist die Kenntniss des Pro- 
ductes von D und der reciproken Funktion {x, y, 0) erforder- 
lich. Setzen wir daher: 

(28) DO{x, y, z) =&oo^^+*i \y^+hi^'^+ 2 ^^122/^+2 K^x+2 b^^xtj, 

so ergeben sich nach dem bekannten Bildungsgesetz der re- 
ciproken Function ^{x, y, z) aus der gegebenen Function 
(p(Xy y, z) die Werthe: 


(29) 


^00 «II «22 ^12 ? ^i2 «ül«02 

2 fe 


6,1 «22^00 ^20 ; 


622 «00^1 


t 


« 


ül ; 


- «00 «12 ? 
«12 «10 «II «20 ? 

0„j == «20 «21 «22^01* 


'20 


Setzen wir ferner die Werthe der partiellen DiflFerential- 
quotienten der gegebenen Function 9) {x^ y, z) und ihrer reci- 
proken Functionen 0{x, y, z) in (21), und entwickeln nach 
Vorschrift von (24), so finden wir: 


a 


300 


= «20 Oj,, «10^20 > 

«030 =^ «Ül ^21 ^21 ^01 } 

«00:j ^^^ «12^02 «02^1.' • 

^120 ""^ ^21^11 "~ ^1 1 ^2 1 I «00^21 ^-' I "00 "1 «Ol ^20 «20 ^0 1 
(oO) ajQ2 = «12^00 «00^1 2 "T ^22^1 2 «12^22 I ^10 ^02 «02^10 

^012 ^^ ^02^22 «22^02 1 ^11^02 ^02^11 "T ^12^01 «01^12 
^210 "^^ ^20>^n «11 ^20 1 ^00^20 «20 ^00 ~T" «21 ^10 «10^21 

«■1A1 -^^ «'"^""""""«OO^IOl" «22 I0~~~*«10 22 1" ^20 12~~^^12 20 


'201 


a 


021 


«0 1 ^22 ^22 '^(1 1 ~r ^1 1 ^01 «0 1 ^ 1 1 I «02 ^21 ^21 ^02 


a 


111 


^22 ^11 ^'11 ^22 I «00^22 ^22 ^ 


00 


^11^00 ~«00'^ll 
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Der Ausdruck (27) für 11^ kann; unter der Voraussetzung 
der Realität der Coefficienten in der gegebenen Function (2) 
9?(iP, y, z)y nicht verschwinden, wenn nicht ein jedes der Qua- 
drate verschwindet, aus welchen er zusammengesetzt ist. Lassen 
wir daher nur die beiden ersten Quadrate der Summe ver- 
sehwinden, so ergeben sich daraus die beiden Gleichungen: 

yia ^2^ __ ^üf 

0|2 «20 ^01 

welche mit den zu Anfang der Vorlesung aufgestellten Be- 
dingungsgleichungen vollkommen übereinstimmen. 

Unter Vermittelung dieser beiden Gleichungen verschwin- 
den auch die übrigen Entwickelungscoefficienten ^«^y, und 
deshalb auch die übrigen Quadrate, aus welchen der Ausdruck 
(27), i^, zusammengesetzt ist. 


Aclitundzwanzigste Vorlesung. 

Schnitte von Oberflächen zweiter Ordnung und 

Ebenen. Kreisschnitte. 


Die Schnittcurve einer Ebene und einer gegebenen Ober- 
fläche zweiter Ordnung ist ein Kegelschnitt, weil nach den 
Auseinandersetzungen in der sechszehnten Vorlesung durch 
die Schnittcurve eines Ebenenpaares und der gegebenen Ober- 
fläche zweiter Ordnung sich immer ein Kegel zweiter Ord- 
nung hindurchlegen lässt. Sie ist überdies eine Curve zweiter 
Ordnung. Denn transformirt man die Gleichung der gegebenen 
Oberfläche auf ein neues, rechtwinkliges Coordinatensystem, 
dessen eine Coordinatenebene mit der, die Oberfläche schnei- 
denden, Ebene zusammenfällt, so ändert sich der Grad der 
Gleichung nicht. Es ändert sich auch der Grad der Gleichung 
nicht, wenn man die, auf der schneidenden Ebene senkrecht 
stehende, variable Coordinate in der Gleichung der Oberfläche 

Hessb, analyt. GeometTic d. ßanmes. 2. Anfl. 25 
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gleich setzt, wodurch man eben die Gleichung zweiter Ord- 
nung der Schnittcurve erhält. 

Die reciproke Polare derjenigen geraden Linie, welche 
auf der Schnittebene iui Unendlichen liegt, schneidet die 
Schnittebene in dem Mittelpunkte der Schnittcurve. Denn 
alle Sehnen der Oberfläche, welche durch den Schnittpunkt 
und die genannte gerade Linie im Unendlichen gehen, werden 
durch ihn halbirt. Es macht demnach keine Schwierigkeit 
den Mittelpunkt eines ebenen Schnittes einer gegebenen Ober- 
fläche zweiter Ordnung zu construiren, oder, der Constniction 
folgend, die Coordinaten desselben analytisch zu bestimmen. 
Wir ziehen es jedoch vor, das Problem des Mittelpunktes eines 
ebenen Schnittes auf einer gegebenen Oberfläche zweiter Ord- 
nung rein algebraisch aufzufassen. 

Zu diesem Zwecke bezeichnen wir mit g){x, «/, ^) und 
f\x, y, s, 1) die Ausdrücke: 

(^) fipo^y,^, 1)=9P(^, y, ^) + 2030^ + 2a^^y + 2032^ + «33; 

und nehmen an, dass die Gleichungen der gegebenen Oberfläche 
zweiter Ordnung und der sie schneidenden Ebene seien: 

(3) f{x, y, 0, 1) = 0, 

(4) ax -{- hy -^ C0 -^ d = 0, 

Das Problem des Mittelpunktes der Schnittcurve der Ober- 
fläche und der Ebene lässt sich dann algebraisch so fassen: 

Die Substitutionen: 

(5)... x = X-i-A, y=Y-^B, z = Z-{-C 

zu bestimmen, welche die Gleichungen: 

(6) fix, y,0,l) = (fix, r, Z) - 2/i(«X+/> Y-j-cZ)+f{A, B, C, 1 ); 

(7) . . . ax-^hy + c^ + d^aX+bY+cZ 

zu identischen Gleichungen machen. 
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Das Problem verlangt die Bestimmung von vier Grössen 
II j A, Bj C, Diese vier Grössen sind so zu bestimmen, dass 
sie den vierzehn Bedingungsgleichungen genügen, welche man 
erhält, wenn man (5) in die Gleichungen (6) und (7) sub- 
stituirt und die Coefficienten der Potenzen und Producte 
gleicher Variabein auf beiden Seiten der Gleichungen ein- 
ander gleich setzt. Man bemerkt aber sogleich, dass die 
sieben, von den Gliedern der zweiten und oten Ordnung in 
(6) herrührenden, Bedingungsgleichungen identische Glei- 
chungen sind, dass ebenso die drei, von den Gliedern der 
ersten Ordnung in (7) herrührenden, Bedingungsgleichungen 
identische Gleichungen sind. Es bleiben also in der That nur 
vier Gleichungen zur Bestimmung der genannten vier Grössen 
übrig, und das Problem ist ein ganz bestimmtes. 

Die in dem Problem zu bestimmenden Grössen Ä, B, C 
sind die Coordinaten des Mittelpunktes des durch die Glei- 
chungen (3) und (4) gegebenen Kegelschnittes. Denn macht 
man in den genannten Gleichungen die Substitutionen (5), 
wodurch mit Beibehaltung der Richtung der Coordinatenaxen 
nur der Coordinatenanfangspunkt geändert wird, so gehen 
die Gleichungen (3) und (4) des Kegelschnittes über in: 

(8) <p(X, Y,Z)--2ii{aX+bY+cZ)+f{A,B, C, 1) = 0, 

(9) aX+fer+cZ = 0. 

Sind nun X, Y, Z die Coordinaten irgend eines Punktes 
auf diesem Kegelschnitte, welche den beiden Gleichungen ge- 
nügen müssen, so genügen auch die Coordinaten — X, — Y, 
— Z denselben beiden Gleichungen. Das heisst, jede durch 
den Coordinatenanfangspunkt gehende Sehne des Kegelschnit- 
tes wird durch ihn halbirt. Da aber A, B, C die Coordinaten 
des neuen Anfangspunktes in dem ursprünglichen Coordinaten- 
systeme sind, so sind dieselben zugleich die Coordinaten des 
Mittelpunktes des durch die Gleichungen (3) und (4) gege- 
benen Kegelschnittes in dem ursprünglichen Coordinaten- 
systeme. 

Macht man in (6) und (7) die Substitutionen (5), und 

setzt die Coefficienten der Potenzen und Producte gleicher 

Variabein auf beiden Seiten der genannten Gleichungen ein- 

25* 
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ander gleich, so erhält man mit Uebergehung der zehn iden- 
tischen Gleichungen folgende vier lineare Gleichungen zur 
Bestimmung von ft und der Coordinaten A, B, C des Mittel- 
punktes des Kegelschnittes: 

(^Q. -iAJ5) + ^fc = o, 

aA + hB + €C+d = 0. 

Diese Gleichungen beweisen, dass man das vorgelegte 
Problem auch als eine Maximums- oder Minimums -Aufgabe 
behandeln kann: 

Die Werthe der Variabein in der gegebenen 
Function /*(.t, y, z, 1) so zu bestimmen, dass die Func- 
tion ein Maximum oder Minimum werde, wenn zwi- 
schen den Variabein die Bedingungsgleichung 
ax -\- hy -^ c z -\- d = gegeben ist. 

Denn diese Aufgabe führt wieder auf die Gleichungen 
(lÖ) zurück. 

Es fällt ferner in die Augen, dass in die, den Mittelpunkt 
des Kegelschnittes bestimmenden, Gleichungen das ganz con- 
stante Glied a^^ in der Gleichung der gegebenen Oberfläche 
nicht eingeht. Diese Bemerkung beweiset den Satz: 

Eine beliebig gegebene Ebene schneidet das 
ganze System Oberflächen zweiter Ordnung, die 
denselben Asymptotenkegel haben, in Kegelschnit- 
ten, welche denselben Mittelpunkt haben. 

Dieser Satz gilt auch von den Ellipsoiden mit demselben 
Mittelpunkte und derselben Richtung ihrer Hauptaxen, wenn 
die Verhältnisse der letzteren constant sind. Denn unter 
diesen Bedingungen haben sie denselben imaginären Asym- 
ptotenkegel. 

Betrachtet man in der vierten Gleichung (10) d als varia- 
bel, und eliminirt man aus den übrigen Gleichungen (10) die 
Unbekannte /x, so erhält man die Gleichungen: 
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{^u A^) _ fjB) _ f\C) 

^ ^ a b c 

der geraden Linie, in welcher die Mittelpunkte der mit (4) 
parallelen Schnitte liegen. Es ist dieses die reciproke Polare 
derjenigen geraden Linie, welche in der Ebene des Schnittes 
im Unendlichen liegt. Deshalb ist sie auch der geometrische 
Ort der Pole der parallelen Schnittebenen. 

Die Lage der, die gegebene Oberfläche schneidenden, 
Ebene war bisher beliebig. Wir wollen jetzt dieselbe so be- 
stimmen, dass der Mittelpunkt auf der Schnittcurve selbst 
liegt, dass also die Schnittcurve ein Linienpaar wird. 

Die Bedingung, dass dieses zutreffe, drückt neben den 
Gleichungen (10) die noch hinzukommende Gleichung aus: 

f{Ä,Ji,C, 1)^0. 

Um diese Gleichung des zweiten Grades mit Hülfe der Glei- 
chungen (10) auf eine lineare Gleichung zurückzuführen, multi- 
pliciren wir die Gleichungen (10) der Reihe nach mit Ä, B, 
G, — [i und addiren, wodurch wir erhalten: 

4,{ÄnÄ) + BnB) + cnc)} - ^d = o. 

Ziehen wir diese Gleichung von der zuletzt angegebenen 
Bedingungsgleichung ab, so können wir dieselbe so darstellen: 

(12) . . . a^^Ä -f aaiJB + a-^^C + «33 + ^d = 0. 

Reihen wir endlich diese Bedingungsgleichung als die 

vorletzte in dem Systeme Gleichungen (10) ein, und setzen, 

ABC 
um sämmtliche Gleichungen homogen zu machen, -^7 ^7 j^ 

respective für Ä, B, C und /xD = v, so haben wir folgen- 
des System von fünf homogenen Gleichungen: 

«00^ + «01^* + «02^' + «03^ -{- av = 0, 
a^QÄ -j- a^B + üioC + üi-yD -]- hv = , 

(13) . . . a.2QÄ + cioi^ + ^22^ + ^23-0 -{- cv = , 

a-iA + «31^ + 0^32^^ + Ch,iD + rfv = , 

aÄ + bB + cC + dB =0, 

welchem genügt werden muss, wenn die Schnittcurve der Ober- 
fläche ein Linienpaar sein soll. 
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Die Elimination der fünf Unbekannten Ä, B, C, D, v 
aus diesen Gleichungen giebt: 


(14) . 


a 


00 9 


a 


Ol; 


a 


10 > 


(i 


II 7 


a 


20 ; 


a. 


21 7 


^22 J 


(hl 


; 


a- 


M 7 


a. 


',^2 7 


«03; 

«23 ; 
«33 ; 


h 
e 
d 


a 


h, 


d, 


0, 


die gesuchte Bedingungsgleichung zwischen den Coefficienten 
in der Gleichung (4) der, die gegebene Oberfläche (3) in ge- 
raden Linien schneidenden, Ebenen. Diese Bedingungsglei- 
chung drückt nach (18) und (13) der zehnten Vorlesung den 
Satz aus: 

Die Ebenen, welche eine Oberfläche zweiter 
Ordnung in geraden Linien schneiden, sind Tan- 
genten ebenen der Oberfläche, und jede Tange nten- 
ebene einer Oberfläche zweiter Ordnung schneidet 
die Oberfläche in geraden Linien. 

Von den fünf Gleichungen (13) drückt die vierte die Be- 
dingung aus, dass der, durch die vier anderen bestimmte, 
Mittelpunkt der Schnittcurve auf dieser Curve selbst liege. 
Wir werden die genannte Bedingung wieder aufheben, indem 
wir von der vierten Gleichung absehen und an ihre Stelle die 
Bedingung Z) = substituiren , dass der Mittelpunkt der 
ebenen Schnittcurve in das Unendliche falle, dass also die 
Schnittcurve eine Parabel werde. Dadurch erhalten wir aus 
(13) mit Weglassung der vierten Gleichung: 


a 


m- 


(15) . . . 


A + a^^B -\- ÜQ^C -j- «V = , 

«jyj. -j- «J,B -\- 0^,2(7+ &V = 0, 

a.^^A '\- a^xB '\- a^^C -f- c 1/ = , 
aA + J)B + cC =0, 


woraus durch Elimination von A, B, C, v hervorgeht: 


(16) 


«00; 
«10; 
«L'O 7 

a , 


Ol ; 


«, 

«11; 

«21; 


«02 7 
«12; 


a 


22 7 


a 
h 
c 



= 
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die Bedingungsgleichuug, welche die Coordinateu a, 6, c, d 
der, die gegebene Oberfläche (3) schneidenden, Ebene (4) zu 
erfüllen haben , wenn die Schnittcurve eine Parabel sein soll. 

Die Bemerkung, dass in diese Bedingungsgleichung die 
letzte Coordinate d der Ebene gar nicht eingeht, drückt geo- 
metrisch den Satz aus: 

Parallele Ebenen schneiden eine Oberfläche 
zweiter Ordnung in Parabeln, wenn eine derselben 
die Oberfläche in einer Parabel schneidet. 


Setzen wir nun t? = 0, um nur die Schnittebenen zu be- 
trachten, welche durch den Ooordinatenanfangspunkt gehen, 
so drückt die Gleichung (16) analytisch einen Kegel zweiter 
Ordnung aus, der von der Schnittebene berührt wird. 

Um die Bedeutung dieses Kegels für die gegebene Ober- 
fläche zu ermitteln, drücken wir den, dem Asymptotenkegel 
der Oberfläche parallelen, Kegel, dessen Spitze in dem Coor- 
dinatenanfangspunkte liegt, in Punktcoordinaten durch die 
Gleichung aus: 

Die reciproke Function 0{a, h, e) von fp{oo, y, z) kann 
mau darstellen wie folgt: 




^00 > 

%{} 

^02 > 

a 

0{a, h, c) — 

1 
D 

^107 

a^, 

«12, 

h 


^*2(» 3 

^21 7 

«22 > 

c 



a, 

h, 

c, 



Es ist also: 







0{a, 

h,c) 

— 




die Gleichung desselben Kegels in Ebenencoordinaten a, b, 

c, d = 0. 

Da diese Gleichung aber übereinstimmt mit der Glei- 
chung (16), so haben wir den Satz: 

Alle Ebenen, welche parallel sind den Tangen- 
tenebenen des Asymptotenkegels einer Oberfläche 
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zweiter Ordnung, schneiden die Oberfläche in Pa- 
rabeln. 

Ausser den angegebenen Parabelschnitten einer Oberfläche 
zweiter Ordnung giebt es keine. 


Wir werden in dem Folgenden das Problem der Haupt- 
axen eines Kegelschnittes auf einer gegebenen Oberfläche 
zweiter Ordnung als die Frage nach den, von dem Coordi- 
natenanfangspunkte ausgehenden, geraden Linien behandeln, 
welche den Hauptaxen des Kegelschnittes parallel sind, um 
nicht die Parabel von unserer Behandlungsweise ausschliessen 
zu müssen. Wir werden das vorgelegte Problem rein alge- 
braisch auffassen. 

Zu diesem Zwecke nehmen wir an, dass (3) die Glei- 
chung der gegebenen Oberfläche zweiter Ordnung, und dass 
(4) die Gleichung der, die Oberfläche schneidenden, Ebene 
sei. Wir nehmen ferner an, dass die Gleichung (4) der Ebene 
in der Normalform gegeben sei, wonach a, h^ c die Cosinus 
der Winkel bedeuten, welche die Normale der Ebene mit den 
zum Grunde gelegten Coordinatenaxen bildet, zwischen wel- 
chen Cosinus die Relation besteht: 

(17) a^-f &2 + c^=l. 

Dieses vorausgesetzt, kommt das vorgelegte Problem der 
Hauptaxen des Kegelschnittes auf der gegebenen Oberfläche 
darauf hinaus: 

Die Substitutionen zu bestimmen: 

X = aX -^ aY -\- a"Z , 
(18) y = hX-\- UY+V'Z, 

. ^ = cX + cY+c"Z, 

welche die Gleichungen: 

(113) ;2;2 +2/' + ^' = X2 + Y' + ^'S 

(20) <p{x, y, ß) = k^X'J^k,Y'-\-L,Z'- 2ft'Xr- 2^"XZ 
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zu identischen ü leichungen machen unter der Vor- 
aussetzung, dass a, h, c gegebene Grossen seien, 
zwischen welchen die Gleichung a- -{- h' -{- c^ = l 
besteht. 

Die Substitutionen (18) sind nämlich, weil sie die Glei- 
chung (19) zu einer identischen machen, die Transformations- 
formeln für ein rechtwinkliges Coordinatensystem in ein ande- 
res rechtwinkliges Coordinatensystem mit demselben Anfangs- 
punkte. Die YZ-Ebene des neuen Coordinatensystemes ist 
parallel der, die Oberfläche schneidenden, Ebene, weil man 
durch Auflösung der Substitutionen (18) den Werth von X 
erhält: X = ax -^ hy -\- cz. Deshalb stellt sich die Gleichung 
der Ebene (4) in dem neuen Coordinatensysteme so dar: 

X + d = 0, 

Die Gleichung (20) dient zur Transformation der Glei- 
chung (3) der gegebenen Oberfläche auf das neue Coordinaten- 
system und lässt erkennen, dass in der transformirten Glei- 
chung (3) das mit YZ multiplicirte Glied ganz fehlt. Setzt 
man daher in der transformirten Gleichung (3) — d für X, 
\xm die Gleichung des Schnittes der Oberfläche in der senk- 
rechten Projection auf die YZ-Ebene zu erhalten, so fehlt 
auch in dieser Gleichung das mit YZ multiplicirte Glied , wel- 
ches eben der Beweis ist, dass die Y-Axe und die Z-Axe des 
neuen Coordinatensystemes den Hauptaxen der Schnittcurve 
parallel gehen. 

Das vorgelegte Problem verlangt die Bestimmung von elf 
Grössen, nämlich der sechs, nicht gegebenen Coefficienten in 
den Substitutionen (18) und der fünf Coefficienten A^, Aj, Ao 
^', ft" in der Gleichung (20). Die Zahl der zu erfüllenden 
Bedingungen ist zwölf. Man erhält dieselben, wenn man in 
(19) und (20) die Substitutionen (18) macht und die Coeffi-. 
cienten der Potenzen und Producte gleicher Variabein auf 
beiden Seiten der Gleichungen einander gleich setzt. Da von 
diesen zwölf Bedingungsgleichungen jedoch eine, nämlich die 
Gleichung a^ -^ h- -^ c- = 1, der Voraussetzung nach schon 
erfüllt ist, so hat man gerade so viele Bedingungsgleichungen 
als Unbekannte. 
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Nachdem wir uns auf diese Weise von der Lösbarkeit 
des Problemes überzeugt haben, gehen wir an die Bestim- 
mung der genannten elf Unbekannten. 

Wir setzen zu diesem Zwecke X==l, Y=0, Z=0, 
und erhalten aus (20) mit Rücksicht auf (18) den Werth der 
ersten Unbekannten: 

(21) Ao = 9)(a, 6, c). 

Um die übrigen zehn Unbekannten zu bestimmen, werden 
wir die Gleichungen benutzen: 

X = ax -{-hy -\- C0 , 

(22) Y=ax +h'y +e^, 

Z = a'x -\- V'y + c ^> 

welche aus der Gleichung (19) durch Differentiation nach den 
Variabein X, Y, ^hervorgehen, und überdies noch die sechs 
Gleichungen, welche die identische Gleichung (19) bedingen: 

(23) «'2 + 6'2 + c'2 = 1 , a'a + b"b + c'c = , 
a-'i + ^2 + c"2 = 1 , aa + hV + cc = 0. 

Durch DiflFerentiation der durch die Substitutionen (18) 
identischen Gleichung (20) nach der Variabein Y erhalten 
wir: 

atp\x) + Vtp\y) + c(p\s) = 2 A, T - 2/ti'Z , 
oder : 

xtp\a) + tjcp'Q)) + Z(p\c) = 2A, r - 2|x'X. 

Setzen wir in dieser Gleichung für Y und X die Werthe 
aus (22) , und vergleichen hierauf beide Seiten der Gleichung 
mit einander, so ergiebt sich daraus das System Gleichungen: 

(p{a) = 2Aja' — 2ayi\ 

(24) q)\y) == 2A,&' - 2lyL\ 

(p\c) = 2 A, c — 2cft'. 

In gleicher Weise erhalten wir ein zweites System Glei- 
chungen durch Differentiation der Gleichung (20) nach Z: 
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(25) 




2V 

2k^c' 


2afi", 
2c(i\ 


Wir schliessen ferner dem Systeme Gleichungen (24) die 
letzte Gleichung (23) und dem Systeme Gleichungen (25) die 
vorletzte Gleichung (23) an, wodurch wir zwei ganz analog 
gebildete Systeme Gleichungen erhalten, von welchen wir nur 
das eine System weiter zu behandeln brauchen. 

Das erste von diesen Systemen Gleichungen lässt sich so 
darstellen : 

«20«' "f" «21 ^ ~l" («22 — ^1)^' "f" ^/^' "== ^^ j 
na + hV -\- er =0. 


(26) . . . 


Es ist linear und homogen in Rücksicht auf die vier Unbe- 
kannten a, Vy Cj fi'. Eliminirt man diese vier Unbekannten, 
und setzt X für A,, so erhält man die Gleichung: 


(27) 


«00 ~ 

-A, 

«Ol y 

*03> 

a 

«10 ; 
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«12, 
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a, 
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c, 





= 


Diese Gleichung ist quadratisch in k, Ihre Wurzeln sind 
die gesuchten Unbekannten Aj und L^, 

Wenn man diese Gleichung nach Potenzen und Producten 
der gegebenen Grössen a, h^ c entwickelt, so wird man be- 
merken, dass die Coefficienten derselben, negativ genommen, 
gerade die 6 in der neunzehnten Vorlesung unter (12) auf- 
geführten Ausdrücke sind. Adoptirt man daher die dort ge- 
brauchte Bezeichnung, so stellt sich die Gleichung (27) so dar: 

(28) z/ooa^ + z/i,&2+z/2oy + 2^,26c-f2z/2oca-f 2z/o,ai = 0. 

Von dieser quadratischen Gleichung (27) oder (28) hängen 
die Hauptaxen des ebenen Schnittes der gegebenen Oberfläche 
zweiter Ordnung ab. Durch die Wurzeln derselben, die man 
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festzustellen hat, lassen sich die noch übrigen Unbekannten 
des Problemes wie folgt ausdrücken. 

Setzt man, um von den Bezeichnimgen (12) der neun- 
zehnten Vorlesung weiteren Gebrauch zu machen, in den drei 
ersten Gleichungen (26) X für Aj, indem man unter X die Wur- 
zel Aj versteht, und löset die genannten drei Gleichungen nach 
a, Vf c auf, so erhält man folgende Werthe derselben, aus- 
gedrückt durch die einzige Unbekannte [i: 

(29) .... ?-' = - 4 (^0.« + ^11«' + ^nc) , 

Setzt man in diese Gleichungen für A die andere Wurzel 

L, , so hat man a, &', c, /x' respective zu verändern in a\ J)\ 

ff ff 
c , ii . 

Es bleibt noch übrig die Werthe von ft' und ft" festzu- 
stellen. Dazu dienen die Gleichungen: 

a'^ -f 6'2 4- c'2 = 1 ^ 

^j"2 ^ 1-2 ^ c"2 = 1 . 

Denn, setzt man in die erste von diesen Gleichungen die Werthe 
(29) ein, und in die zweite die, aus ihnen durch Veränderung 
der ersten Wurzel A^ in die zweite Ag hervorgegangenen Werthe, 
so bestimmt die erste Gleichung den Werth von ft', die andere 
den Werth von /x". 

Die Wurzeln der quadratischen Gleichung, von 
welcher die Hauptaxen eines ebenenSchnittes einer 
gegebenen Oberfläche zweiter Ordnung abhängen, 
sind reell. 

Denn, wären sie imaginär,* so könnten sie nur die Form 
haben X^ = p '\- qi und X^= p — qi. Von derselben Form 
würden aber auch die in dem Vorhergehenden festgestellten 
Werthe der Substitutionscoefficienten a und a", ebenso V und 
6 ", wie c und c" sein. In dieser Form könnten sie jedoch 
nicht der vierten Gleichung (23) genügen: 
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Es ist wichtig zu wissen , dass durch reelle Coordinaten- 
transformation die Gleichung der senkrechten Projection der 
Schnittcurve auf die YZ-Ebene sich auf die oben angedeutete 
Form zurückführen lässt, in welcher die Summe der Glieder 
zweiter Ordnung ist: 
(30) X^Y'^ -{- k^Z^. 

Von ihnen hängt nämlich die Natur der Curve ab. Sie ist 
eine Ellipse, wenn die Wurzeln A, und lo ^®^ quadratischen 
Gleichung (27) gleiche Vorzeichen haben. Sie ist eine Hy- 
perbel, wenn die Wurzeln von entgegengesetzten Vorzeichen 
sind. Sie ist endlich eine Parabel, wenn eine der beiden 

I Wurzeln verschwindet. 

Die quadratische Gleichung (27) dient daher zur Unter- 

: Scheidung der drei Arten von ebenen Schnittcurven der ge- 

gebenen Oberfläche zweiter Ordnung. Die Schnittcurve ist 
eine Ellipse, wenn die nach Potenzen von A geordnete Glei- 
chung (27) aus Gliedern besteht von gleichen Vorzeichen, oder 
aus Gliedern von abwechselnden Vorzeichen. Im entgegen- 
gesetzten Falle ist die Schnittcurve eine Hyperbel. Die Be- 
dingung für Parabelschnitte erhalten wir, da für sie eine 
Wurzel der quadratischen Gleichung (27) verschwindet, wenn 
wir in jener Gleichung A gleich setzen, wodurch wir wieder 
auf die Bedingungsgleichung (16) zurückkommen. 

Die quadratische Gleichung (27) ist unabhängig von der 
Entfernung — d der, die gegebene Oberfläche schneidenden, 
Ebene vom Coordinatenanfangspunkte. Es bleiben daher für 
alle parallelen Schnittebenen die beiden Glieder der zweiten 
Ordnung (30) ungeändert. Auch die Substitutionscoefficienten 
sind unabhängig von der genannten Entfernung — d, wie 
aus ihren Werthen (29) zu ersehen ist. Diese Bemerkungen, 
geometrisch gefasst, geben den Satz: 

Parallele Ebenen schneiden eine Oberfläche 
zweiter Ordnung in ähnlichen und ähnlieh liegen- 
den Kegelschnitten. 

Wir verstehen nämlich unter ähnlichen Kegelschnitten 
solche, deren Hauptaxen dasselbe Verhältniss haben, und 
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unter ähnlich liegenden Kegelschnitten solche, deren Haupt- 
axen parallele Richtungen haben. 

Die Grenze zwischen den Ellipsenschnitten und Hyperbel- 
schnitten einer Oberfläche zweiter Ordnung bilden die Parabel- 
schnitte, welche den Tangentenebenen des Asymptotenkegels 
der Oberfläche parallel sind. Kann diese Grenze nicht erreicht 
werden, das ist, wenn der Asymptotenkegel imaginär ist, so 
hat die Oberfläche nur Schnitte derselben Art. Da der Asymp- 
totenkegel des EUipsoides imaginär ist, so wird das Ellipsoid 
von allen Ebenen nur in Ellipsen geschnitten. 

Das durchgeführte, algebraische Problem lässt sich auch 
als eine Maximums- oder Minimums -Aufgabe ausdrücken wie 
folgt: 

Die Werthe der Variabein in d'er gegebenen, ho- 
mogenen Function zweiter Ordnung (p{x,y,j3) so zu 
bestimmen, dass der Werth dieser Function ein 
Maximum oder Minimum werde, wenn die Varia- 
bein den beiden Bedingungsgleichungen x"^ -|- y'^ 
-\- 3^ — 1 = 0, ax -^hy -\- cz = genügen. 

Denn, stellt man nach den bekannten Regeln der DiflFe- 
rentialrechnung die Gleichungen auf, welche das Problem lösen, 
so findet man gerade die Gleichungen (26) und die Gleichung 
^'2 _|_ j'2 _j_ ^'2 ,_ 1 ^ wenn man mit a, 6', c die Werthe der 

Variabein bezeichnet, welche die gegebene Function zu einem 
Maximum oder Minimum machen. 


Die Schnittcurve der gegebenen Ebene (4) und der ge- 
gebenen Oberfläche (3) wird ein Kreis, wenn die Wurzeln 
A, und Aj der quadratischen Gleichung (27) einander gleich 
sind. 

Darin liegt ein Widerspruch. Denn man weiss, dass 
zwei Bedingungen zu erfüllen sind, wenn ein Kegelschnitt 
ein Kreis werden soll. Der Nachweis, dass die Bedinguugs- 
gleichung der Gleichheit der Wurzeln sich als die verschwin- 
dende Summe von Quadraten darstellt, wird den Widerspruch 
aufklären. 
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Es wird also darauf ankommen, den Ausdruck (A^ — A,)'^, 
als symmetrische Function der Wurzeln der quadratischen 
Gleichung (27), rational durch die Coefficienten in der Glei- 
chung auszudrücken, diese Coefficienten wieder durch die 
Coefficienten in der gegebenen Function g? und durch die ge- 
gebenen Coefficienten a, 6, c zu ersetzen, und den, auf diese 
Weise gebildeten Ausdruck für (Aj — A,)^ in die Summe von 
Quadraten zu zerlegen. 

Auf directem Wege dieses auszuführen, scheint unmög- 
lich. Mit Hülfe der, in dem vorhergehenden Abschnitte auf- 
geführten Gleichungen werden wir es aber unternehmen. 

Zu diesem Zwecke wiederholen wir folgende, durch die 
Substitutionen (18) identische Gleichungen: 

(31) ax -^ hy -^ C0 = X y 

(32)... i(x^ + y^ + ^'0 = i(X^+r^ + ^), 

(33) i<p(^,2/,^) = Wo^'+^i Y'+h^'-2^'XY-2ii'XZ), 

(34) i q>\a) x + ^ fp\h) y + \ q>\c) = l,X^iiY-- (i'Z. 

Dieselben sind entnommen aus (22), (19), (20). Die letzte 
Gleichung (34) erhält man, wenn man die vorhergehende (33) 
partiell nach X differentiirt. 

Es liegen also vier homogene i\inctionen der Variabein 
X, y, z vor, (31) — (34), welche durch die Substitutionen (18) 
transformirt sind. 

Wenn wir mit A die Functional-Determinante der drei 
ersten Functionen bezeichnen, so haben wir: 


(35) .... A = 


Da die Functional-Determinante der Substitutionen gleich 
1 ist, so ist nach Satz (42) der siebenten Vorlesung die Func- 
tional-Determinante der gegebenen Functionen gleich der 
Functional-Determinante der transforrairten Function. Wir 
haben demnach: 
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(3G) yi = 


und entwickelt: 


1, 
(i'Y-n"Z, 


0, 
Y, 




z 

X,Y—n"X 


(37) ... ^ = (Aj — A,) rz + ((i'Z - ft"Y)X. 

Bezeichnen wir ferner mit V die Functional-Determinante 
der Functionen (31), (32), (34), so wird; 


(38) .... F = 


a 


X 


Ä, 
Ih 


c 
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k^>(p)^ h^'^>)i i9'W 


und nach demselben Satze der siebenten Vorlesung 
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endlich entwickelt: 




(40) . . 


V — 

(i'Z-i 

u"Y. 


Multiplicirt man diese Gleichung mit X^ zieht sie von 

der Gleichung (37) ab, und dividirt durch Aj — A^ , so erhält 

man: 

A—VX 


(41) 


YZ = 


X2 — ^1 


Der Zähler dieses Bruches wird, wenn man für X die 
Substitution (31) macht, eine ganze, homogene Function der 
Variabein x, y, z von der zweiten Ordnung. Entwickeln wir 


denselben wie folgt: 


(42) 


A — vx = uoaßY ^ y^ ^^? 


so werden, wie aus (31), (35), (38) ersichtlich ist, die Coeffi- 
cienten in der Entwickeluug ganze, rationale Ausdrücke der 
Coefficienten in (p und der gegebenen Coefficienten a, h, e. 

Setzen wir nun die Entwickeluug (42) .des Zählers in 
(41) ein, so haben wir eine Entwickelung des Productes YZ 
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nach den Variabein x, y, s. Eine andere Entwickelung des- 
selben Productes nach denselben Variabein: 

YZ=2:AaßyX^yßBr 

haben wir in (41) der achtzehnten Vorlesung vorbereitet, wo- 
selbst auch die Werthe (42) der Entwickelungscoefficienten 
angegeben sind. 

Da beide Entwickelungen desselben Productes überein- 
stimmen müssen, so haben wir: 

Setzen wir endlieh diese Werthe der Entwickelungscoef- 
ficienten in (43) und (44) der achtzehnten Vorlesung, so er- 
geben sich daraus die Zerlegungen des behandelten Ausdruckes 
(^2 — Aj)^ in die Summe von sechs oder von fünf Quadraten: 


(44) (Aj — A,)^ = 2 (aloo -f a32o + «0^)2) + oln + aln + aho , 

(45) (A2 — X^y = 3 aloo + (0^020 — «002)'"+ ^5ii + «101 + ^110 ,*) 

Zerlegungen desselben Ausdruckes in die Summe von zehn 
oder von sieben Quadraten würde man erhalten, wenn man 
die mit X multiplicirte Gleichung (41) zum Grunde legen, 
und schliesslich von den Gleichungen (47) und (49) der acht- 
zehnten Vorlesung Gebrauch machen wollte. 

Nachdem wir den, bei den Kreisschnitten der Oberflächen 
zweiter Ordnung aufgeworfenen Zweifel beseitiget haben, so 
wenden wir uns zur Bestimmung der Kreisschnitte selbjit. 

In dieser Absicht legen wir unserer Untersuchung die, 
in der neunzehnten Vorlesung in (16), (17), (18) hervor- 


*) Man kann die Bedingung der Gleichheit der Axen eines Kegel- 
schnittes auf einer Oberfläche zweiter Ordnung auch darstellen als die 
vergehwindende Summe von zwei Quadraten , wie Dr. Henri ci in Grel- 
les Journal Bd. 64 p. 187 bewiesen hat. Diese Quadrate sind aber nicht 
mehr ganze Functionen der gegebenen Elemente, sondern Brüche. 

Ob die Bedingung der Gleichheit zweier Axen einer Oberfläche 
zweiter Ordnung sich in ähnlicher Weise als die verschwindende Summe 
von zwei Quadraten werde darstellen lassen, bleibt eine offene Frage. 

Hesse:, analyt. Geometrie d. Raumes. 2. Aufl. 26 
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gehobenen 9 einfachsten Formen der Gleichungen der Ober- 
flächen zweiter Ordnung zum Grunde: 

V + ^iy' + V-i =0, 

(46) . . . . • . A,y2 -\- X^^ + ax = 0, 

k^^ -\- ax + i^y = 0. 

Alsdann wird die quadratische Gleichung (27), von wel- 
cher die Bestimmung der Hauptaxen des ebenen Schnittes 
der Oberfläche abhängt, folgende: 

(47) (A,- A)(;i j- X) o*+ (X^-X)(X,-X) ¥+ (X,-k){X,-X) c^ = 0. 

Die Wurzeln dieser Gleichung werden gleich und die 
Schnittcurve ein Kreis unter der Bedingung: 

(48) A^a^ + ^6*+ C^c^ — 2 BOb'^c'^ - 2 C4c V- 2 ABa^h^ = 0, 
wenn man, um abzukürzen, setzt: 

(4i/y • • • .A. = A| — A« , x5 = An — Aq , \j ^^ Aq — A| • 

Diese Gleichung (48) gilt für jede der drei Formen (46), 
da man nach Belieben eine oder auch zwei von den Grossen 
^o; ^i; ^2 gleich setzen kann. Aus ihr werden die Cosi- 
nus a, hf c der Winkel festzustellen sein, welche die Normale 
der Ejreisebene mit den Coordinatenaxen bildet. Sie zerfallt 
in die Factoren: 

{ayA + hVB + cyC) (~ aVA + byB + cyC) 

\ X {ayA -^ lyB + cyc) iayA + byB— cyc) = o, 

und kann nicht anders erfüllt werden, als wenn einer der 
Factoren gleich ist. Lassen wir daher vorläufig die Vorzeichen 
der Quadratwurzelzeichen unentschieden, so haben wir nur 
die eine Bedingungsgleichung: 

(51) ayA + lyB + cyc = o. 

Diese eine Gleichung zerfallt aber in zwei Bedingungs- 
gleichimgen, weil nach (49) ist: 

A + B + C=0, 
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und daher immer eine von den drei Grössen A, B, C das 
entgegengesetzte Vorzeichen .von den beiden anderen hat , wo- 
durch eben das Imaginäre in die Gleichimg (51) hineinkommt. 
Nehmen wir nun an, dass Ä und C von gleichen Vorzeichen 
seien, gleichviel, ob eine von den drei Grossen Aq, X^, Aj 
gleich ist, so zerfallt die Gleichung (51) in die beiden Glei- 
chungen : 

aVÄ + c^C = , hj/B = , 

woraus sich mit Berücksichtigung der Vorzeichen der Quadrat- 
wurzelgrossen die Bedingungsgleichungen für die Ereisschnitte 
ergeben: 

(52) •7 = + /S, 6 = 0. 

Sie beweisen den Satz: 

Die Ebenen der Kreisschnitte einer Oberfläche 
zweiter Ordnung sind parallel der mittleren Haupt- 
axe und bilden mit einer anderen Hauptaxe gleiche 
Winkel. 

Die Bedingung, dass beide Richtungen der Ereisschnitte 
in eine zusammenfallen , ist entweder G = oder Ä = 0, 
welches gerade die Bedingungen für eine Rotationsoberfläche 
zweiter Ordnung sind. Es fallen daher die beiden Rich- 
tungen der Kreisschnitte einer Oberfläche zweiter 
Ordnung nur dannin eine Richtung zusammen, wenn 
die Oberfläche eine Rotationsoberfläche ist. 

Nehmen wir, um auch den dritten Fall (46) zu berück- 
sichtigen, an, Aq = Aj = 0, so zerfällt die Gleichung (51) in 
die beiden Gleichungen: 

a = 0, 6 = 0, 

woraus ersichtlich ist, dass die Ebenen der Kreisschnitte senk- 
recht stehen auf der jerAxe der Oberfläche. Eine jede auf der 
zAxe senkrecht stehende Ebene schneidet aber diese Ober- 
fläche in einer geraden Linie. Diese Thatsache widerstreitet 
jedoch unseren Ansichten nicht , wonach wir eine gerade Linie 
auch als Kreis betrachten mit unendlich grossem Radius. 

26* 
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Wir werden das Problem der Kreisschnitte einer Ober- 
fläche zweiter Ordnung einer zweiten, von dem Vorhergehen- 
den unabhängigen Behandlung unterwerfen, welche in grösse- 
rer Allgemeinheit die Abhängigkeit desselben von dem Probleme 
der Hauptaxen der Oberfläche an den Tag legen wird. 

Es sei f{x, y, 0, 1) = die Gleichung einer gegebenen 
Oberfläche zweiter Ordnung. Hat diese Oberfläche einen 
Kreisschnitt, so kann man durch denselben eine Kugel K=0 
hindurchlegen, welche die Oberfläche noch in einem zweiten 
Kreise schneiden muss. Denn, da die beiden Oberflächen sich 
in einer, in einer Ebene liegenden Curve, dem Kreise, schnei- 
den, so schneiden sie sich nach den Auseinandersetzungen in 
der neunten Vorlesung noch in einer zweiten , in einer Ebene 
liegenden Curve, und, da diese Curve auf der Kugel liegt, 
in einem zweiten Kreise. 

Die beiden Kreise liegen in einem Ebenenpaare ÄAi = 0, 
welches durch den Schnitt der gegebenen Oberfläche und der 
Kugel hindurchgeht. Man wird daher auf Grund der neun- 
ten Vorlesung zwei Factoren X und ft der Gestalt bestimmen 
können, dass man identisch hat: 

(53) f{x,y, 0, 1) — XK=(iÄA^ . 

Umgekehrt, wenn sich die in diese Gleichung eingehen- 
den, unbestimmten Constanten so bestimmen lassen, dass die 
Gleichung eine identische wird, so wird das als Beweis dienen, 
dass die gegebene Oberfläche Kreisschnitte habe, und dass 
diese Kreisschnitte in dem Ebenenpaare AÄ^ =€ liegen. 

Der Ausdruck: 

(54) . . . iL = (a? — Ay + (y — Bf + {z - Cf - -R^ 

enthält die zu bestimmenden Coordinaten A, B, G des Mittel- 
punktes der Kugel K = und den zu bestimmenden Radius 
B, also vier zu bestimmende Constanten. Das Product fJ^AA^ 
enthält 7 zu bestimmende Constanten. Die identische Glei- 
chung (53) enthält daher, da noch die Constante A hinzu- 
kommt, im Ganzen 12 zu bestimmende Constanten. Sie löset 
sich aber nur in zehn Bedingungsgleichungen auf, welche 
die zwölf Constanten nicht vollständig bestimmen können. 
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Man kann daher auf mehrfache Art die zwölf Conatanten so 
bestimmen, dass sie der Gleichung (53) identisch genügeif; 
weshalb die gegebene Oberfläche Kreisschnitte haben wird. 

Um das Problem der Kreisschnitte einer gegebenen Ober- 
fläche zweiter Ordnung als ein bestimmtes, algebraisches Pro- 
blem auszudrücken, wollen wir annehmen, dass die ganz con- 
stanten Glieder in A und A^ gleich seien, was darauf 
hinauskommt, die Ebenen der Kreisschnitte durch den Coor- 
dinatenanfangspunkt gehen zu lassen. Dadurch wird das 
Problem ein ganz bestimmtes. Denn wir haben die vier, von 
der Kugel herrührenden Constanten, die. fünf in ^AA^ stecken- 
den Constanten und die Constante A, also gerade so viel zu 
bestimmende Constanteu, als Gleichungen. 

Die vier Constanten der Kugel gehen nur in die vier 
Glieder der ersten und Oten Ordnung auf der linken Seite der 
Gleichung (53) ein. Diese vier Constanten reichen daher aus, 
um die vier Glieder verschwinden zu machen, da sie den ent- 
sprechenden Gliedern des rechten Theiles der Gleichung, welche 
eben verschwinden, gleich sein sollen. Da nun das Problem 
der Kreisschnitte weder den Mittelpunkt, noch den Radius der 
erwähnten Kugel verlangt, so können wir von den Gliedern 
der ersten und Oten Ordnung in der identischen Gleichung 
(53) absehen, und, indem wir nur die Glieder zweiter Ord- 
nung im Auge behalten, auf Grund von (2) und (54) das 
Problem der Kreisschnitte einer gegebenen Oberfläche /(a;, y, 
^j 1) = als ein ganz bestimmtes algebraisches Problem also 
ausdrücken : 

Die Constante k und die fünf in dem Producte 
liAA^ steckendenConstanten der Art zu bestimmen, 
dass folgende Gleichung: 

(55) . . . g)(x, yys) — k {x'- + t/^ + z^) = ^lAA^ 

eine identische Gleichung wird. 

Denn AA^ = ist dann die Gleichung des durch den 
Coordinatenanfangspunkt gehenden Ebenenpaares, welches die 
gegebene Oberfläche in Kreisen schueidet. 
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Um dieses algebraische Problem zu lösen, differentiiren 
wir die identische Gleichung (55) nach den Variabein, wo- 
durch wir die ebenfalls identischen Gleichungen erhalten: 


dA 


(56) . . . <p'{y) — 2Xy = fiA ^ -\- (lÄi ^^ , 

Wir setzen in diesen Gleichungen für die Variabein x^ y, z 
die Werthe a, h, c derselben, welche den Gleichungen: 

^ = 0, ^1 = 

zugleich genügen, also die Coordinaten eines beliebigen Punk- 
tes in der Schnittlinie der Ebenen Ä = und A^ = 0, wo- 
durch wir erhalten: 

(p\d) — 2Aa = 0, 

(57) 9)'(&)— 2;i6 = 0, 

(p\c) —2Xc =0. 

Dieses sind dieselben Gleichungen, welche wir in (7) der 
neunzehntenVorlesung zur Bestimmung der Richtung derHaupt- 
axen aufgestellt haben. Aus ihnen geht durch Elimination 
von a,iy c die in Rücksicht auf A kubische Gleichung ^ = 
hervor, deren Wurzeln Aq, Aj, Aj die Gleichung (55) zu einer 
identischen machen. Es entspricht daher einer jeden von 
diesen Wurzeln ein Ebenenpaar ybAA^ =0, welches einer der 
drei Hauptaxen der Oberfläche parallel ist und die Oberfläche 
in Kreisen schneidet. 

Statt eines Ebenenpaares, wie vorhin, haben wir jetzt drei 
Ebenenpaare für die Kreisschnitte der gegebenen Oberfläche, 
deren Gleichungen wir erhalten, wenn wir in der Gleichung: 

(58) .... q>{x,y,z)-- Xix' + t/2 _^ ;,2) _ 

für A nach einander die drei Wurzeln A^, Aj, Aj der kubischen 
Gleichung ^ = setzen. 

Von diesen drei Ebenenpaaren ist jedoch nur dasjenige 
reell , welches der mittleren Wurzel entspricht. Denn, trans- 
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formiren wir die beiden Glieder, woraus der linke Theil der 
angegebenen Gleichung zusammengesetzt ist, durch die Sub- 
stitutionen (l) der neunzehnten Vorlesung in (2) und (3) der- 
selben Vorlesung, so stellt sich die Gleichung (58) so dar: 

(59) ... (Ao - A)X2 + (A, ~ A)r^ + (A^ — 1)2?- = 0, 

deren linker Theil nur für den Werth von A, gleich der mitt- 
leren Wurzel Aq , A, , Aj, gleich ist der Differenz zweier Qua- 
drate, während derselbe für die beiden anderen Wurzeln gleich 
ist der Summe zweier Quadrate. Deshalb ist das Ebenenpaar 
(58) im ersten Falle reell, im anderen Falle imaginär. 


Neunundzwanzigste Vorlesung. 

Krümmungsradien der Normalschnitte und 
schiefen ebenen Schnitte der Oberflächen. 


Für eine, in rechtwinkligen Coordinaten Xy y gegebene 
Gleichung irgend einer ebenen Ourve: 

(1) w = 

werden wir zur Erhaltung der Symmetrie in der folgenden 
Untersuchung der Krümmungsradien mit Einführung einer 
neuen, unabhängigen Variable t zwei Gleichungen substituiren : 

(2) x=^m, y = <p(t) 

der Art, dass, wenn man die Werthe von x und y aus (2) 
in (1) setzt, man eine, in t identische, Gleichung erhält. 

Die Fimction f(t) soll eine beliebig gewählte, aber nach 
der Wahl ein für alle Mal bestimmte Function von t sein. 
Die Function g){t) erhält man dann, wenn man den Werth 
von X = f(t) in die Gleichung w = setzt, und dieselbe nach 
y aufloset. 

In dieser Voraussetzung erhält man aus (2) die Coordi- 
naten X, y aller Punkte der gegebenen Curve (1), wenn man 
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der unabhängigen Variable t alle möglichen Werthe zuertheilt. 
Man erhält die Gleichung (1) der Curve selbst, wenn man 
t aus den beiden Gleichungen (2) eliminirt. Diese Gleichung 
(1) wird eine in t identische Gleichung; wenn man sich die 
Werthe von x und y aus (2) in dieselbe substituirt denkt. 
In dieser letzteren Hypothese kann man die Gleichung (1) so 
oft nach t differentiiren , als man will, und erhält dadurch 
immer wieder, in Rücksicht auf t, identische Gleichungen. 

Differentiirt man die gegebene, in t identische Gleichung 
ein oder zwei Mal nach tj so dient die gegebene Gleichung als 
Definition von y\ die erste DiflFerentialgleichung dient, um 

_|^ = y'^ und die zweite Differentialgleichung, um ^ == i/' 

zu bestimmen. 

Betrachten wir nun irgend einen Punkt j) der gegebenen 
Curve (1) mit den Coordinaten: 

i>) oc, y, 

wie sie durch die Gleichungen (2) als Functionen des, dem 
Punkte p entsprechenden Werthes von t gegeben sind, und 
setzen unter der Annahme, dass dt eine verschwindend kleine 
Grösse sei, ^ + dt für t in die Gleichungen (2), so erhalten 
wir die Coordinaten eines zweiten, dem Punkte p unendlich 
nahen Punktes q der Curve: 

q) X -\- xdt, y + ycU, 

Die gerade Linie, welche beide Punkte mit einander ver- 
bindet: 

(3) (X-%'-(r-yK = 

ist die Tangente der Curve in dem Punkte p mit den 
variabeln Coordinaten X, T, 

Differentiirt man die Gleichung (1) nach t und setzt, um 

abzukürzen, ^ = Mq, ^ = Mj, so erhält man die Differen- 
tialgleichung : 
(4) wo^' + tf,y' = 0, 

mittelst welcher man der Gleichung der Tangente (3) die Ge- 
stalt geben kann: 
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(ö) {X - x)uo + (T - y)u, = 0. 

Die Coordinaten x, y eines Punktes einer zweiten Curve: 
(6) v = 

kann man wieder als Functionen einer und derselben unab- 
hängigen Variable t darstellen wie folgt: 

(7) a; = /-(0, y = ^(0. 

Diese Curve geht durch den genannten Punkt p , wenn 
für den ihm entsprechenden Werth von t der Werth von y 
in w = gleich ist dem Werthe von y in «; = 0. Sie geht 
überdies durch den Punkt g, wenn der Werth von y in (4) 
dem Werthe von y' in der analogen Differentialgleichung: 

(8) v,x' + v,y' = Q 

gleich ist. Denn die Werthe von x und x' für die beiden 
Curven sind nach (2) und (7) einander gleich. 

Zwei Curven berühren sich in der ersten Ord- 
nung, wenn sie beide durch zwei unendlich nahe Punkte 
hindurchgehen. Die Bedingungen einer solchen Berührung 
sind demnach, dass die Werthe von y und y für den Be- 
rührungspunkt, aus der Gleichung der einen Curve und aus 
ihrer Differentialgleichung in die Gleichung der anderen Curve 
und ihre Differentialgleichung gesetzt, den Gleichungen ge- 
nügen. Es haben daher zwei sich berührende Curven in dem 
Berührungspunkte dieselbe Tangente. 

Betrachten wir einen dritten Punkt r der Curve w = 0, 
dem zweiten q unendlich nahe, dessen Coordinaten: 

r) . . . . x + 2x'dt + (xf'df^, y + 2ydt -f y'^df^ 

aus den Coordinaten des Punktes q dadurch hervorgehen, dass 
man t -^ di setzt für t, so bemerken wir, dass zur Bestim- 
mung derselben noch die Differentialgleichung zweiter Ord- 
nung der gegebenen Curve u = erforderlich ist : 

(9) . . u^^x'^ + 2uQ^xy -f Wi,y'2 -f- u^x' + u^y" = , 
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in welcher durch u^^y i^on ^ii ^^® zweiten partiellen Diffe- 
rentialquotienten der Function u nach den Yariabeln x, y aus- 
gedrückt sind. 

Soll nun die Curve v == auch durch diesen Punkt gehen, 
so muss auch das yf* aus der Differentialgleichung zweiter Ord- 
nung: 

(10) . . . Voo^2 ^ 2v,,x'y + v,,y'^ + v,x' + v,y" = 

dieser Curve dem y' aus der vorhergehenden Differentialglei- 
chung für den Berührungspunkt p gleich sein. 

Man sagt, zwei Curven berühren sich in der zwei- 
ten Ordnung, wenn sie beide durch drei unendlich nahe 
Punkte hindurchgehen. Man erhält demnach die drei Be- 
dingungen für eine Berührung zweier Curven in der zweiten 
Ordnung, wenn man aus der Gleichung der einen Curve und 
ihren beiden Differentialgleichungen die Werthe von y, y', y" 
in die Gleichung der anderen Curve und in ihre beiden Dif- 
ferentialgleichungen setzt. 

Ist die zweite, die erste Curve w = in der zweiten Ordi- 
nung berührende Curve ein Kreis: 

(11) (^ — «)' + (y — 6)^ — r« = 0, 

so nennt man den Kreis Krümmungskreis, den durch die 
Coordinaten a, 6 bestimmten Mittelpunkt den Krümmungs- 
mittelpunkt und den Radius r desselben den Krümmungs- 
radius für denjenigen Punkt der Curve m = 0, in welchem 
die Berührung zweiter Ordnung statt hat. 

Die Bedingungen für den Krümmungskreis sind demnach 
folgende drei Gleichungen: 

{x — aY + (y - 6)2 — r^ = 0, 

(12) {x-a)x + {y^-b)y' =0, 

a;'2+y2 + (:r-a):r"+(y-6)j/" = 0, 

in welchen man sich für y, y\ y" die Werthe substituirt denken 
muss, wie sie sich aus der Gleichung der Curve (1), w = 0, 
und ihren beiden Differentialgleichungen (4) und (9) ergeben. 
Die beiden letzten von den Gleichungen (12) bestimmen die 
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Coordinaten a, b des KrümmungsmittelpuukteS; die erste Glei- 
chung den Krümmungsradius. 

Um den Krümmungsmittelpunkt der Curve m = für 
einen gegebenen Punkt p derselben in anderer Weise fest- 
zustellen ; bemerken wir, dass die Gleichung der Normale der 
Curve in dem Punkte p, das heisst der geraden Linie, welche 
in diesem Punkte auf der Tangente (3) senkrecht steht, ist: 

{x — d)x + (y — V)y = , 

wenn wir mit a, & die variabeln Coordinaten der Punkte der 
Normale bezeichnen. . 

Setzen wir in dieser Gleichung x + ^dt^ y + ydt re- 
spective für x, y, so erhalten wir die Gleichung der im Punkte q 
errichteten Normale der Curve w = 0: 

{{X- aK+Cy-Jy} + {x''+y'+(^-a)x'+(if-h)y'} dt^O, 

und daher die Coordinaten a, b des Schnittpunktes beider Nor- 
malen aus den Gleichungen: 

(x — a)x' + (y — b)y= , 

^'^ + y' + (^ - »)^" + (y-W = 0. 

Da diese Gleichungen aber gerade die beiden letzten Glei- 
chungen (12) sind; welche dort die Coordinaten des Krüm- 
mungsmittelpunktes bestimmten, so können wir sagen: 

Zwei auf einander folgende, unendlich nahe 
Normalen einer Curve schneiden sich in dem Mit- 
telpunkte des Krümmungskreises, der die Curve in 
den Fusspunkten der Normalen in der zweiten Ord- 
nung berührt. 

Wir werden uns dieses Satzes bedienen, um den Krüm- 
mungsmittelpunkt und den Krümmungsradius eines Normal- 
schnittes einer gegebenen Oberfläche zu bestimmen. 

Es sei die, in rechtwinkligen Coordinaten x, y, gegebene 
Gleichung irgend einer Oberfläche: 

(13) u = 0, 
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und die Coordiuaten eines beliebig angenommenen Punktes p 
auf derselben: 

P) , . . . . X, y, 0. 

Alsdann weiss man nach den Auseinandersetzungen im An- 
fange der dreiundzwanzigsten Vorlesung, dass die Cosinus 
der Winkel, welche die Normale der Oberfläche in dem Punkte 
p mit den Coordinatenaxen bildet, sich verhalten, wie die 
partiellen Differentialquotienten der Function u nach den Varia- 
bein X, y, genommen, also wie: 

Sind nun die Coordinaten eines variabeln Punktes P auf der 
Normale der Oberfläche in dem Punkte p : 

-P) a, h, c, 

so hat man die Gleichungen der Normale mit dem variabeln 
Factor ft: 

X — a = ftWQ , 

(14) y~b = (lUi, 

Eine Ebene J. = 0, beliebig durch diese Normale gelegt, 
schneiden die gegebene Oberfläche m = in einem Normal- 
schnitte des Punktes p. Der Normalschnitt der Oberfläche 
ist daher gegeben durch die beiden Gleichungen: 

(15) M = 0, ^ = 0. 

Diese beiden Gleichungen ersetzen wir zur Aufrechthal- 
tung der Symmetrie durch drei Gleichungen mit der einen 
unabhängigen Variable t\ 

(16) x^m, y = g>it), = ^{t), 

indem wir die Function x = f{t) beliebig wählen, die beiden 
andere^ aber y = q){t)y = il;(t) uns, nach Substitution von 
X = f{t) in die Gleichungen (15) gesetzt, aus ihnen berech- 
net vorstellen. 
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Dieses vorausgesetzt, sind nun die Coordinaten eines 
dem Punkte p unendlich nahen Punktes q auf dem Normal- 
schnitt : 

q) ic + xdi, y -f- y'dty z + z'dt^ 

und demnach ist: 

(17) ... (^ - d)x + {y- h)y' + (^ - cy = 

die Gleichung der Ebene, welche im Punkte |) senkrecht steht 
auf der Verbindungslinie |}g der beiden Punkte j) und q , das 
ist der Normalebene des Normalschnittes im Punkte 'p. In 
ihr liegt die Normale (14) der Oberfläche, weil sie ebenfalls 
eine Normalebene der Oberfläche im Punkte p ist, was auch 
daraus erhellet, dass sich die Gleichung (17) zusammensetzen 
lässt aus den Gleichungen (14) der Normale, da man durch 
Dififerentiation der in t identischen Gleichung w = hat: 

(18) u^x + w,y' + Wj/ = 0. 

Die Gleichung der Normalebene (17) des Normalschnittes 
(15) geht über in die Gleichung der Normalebene desselben 
Normalschnittes im Punkte g, wenn man setzt t -\- dt für f: 

{x + xdt — a) {X + x"dt) + (y + ydt — h) {y' + y'dt) 

+ (^ + zdt - c) (/ + /'d^) = 0, 

und wenn man entwickelt mit Vernachlässigung der zweiten 
Potenz von dt, in: 

^ ^ 4_|a:'2+y'2^/24_(^_a)^''4_(y_6)y''-j-(^_c)/'}J^==0. 

Sowohl in der Ebene (17) als in der Ebene (19) liegt der 
Krümmungsmittelpunkt des Normalschnittes. Denn die beiden 
Ebenen schneiden die Ebene des Normalschnittes in zwei ge- 
raden Linien, welche zwei auf einander folgende, unendlich 
nahe Normalen des Normalschnittes sind. Zieht man daher die 
Gleichung (17) von der Gleichung (19) ab, so erhält man die 
Gleichung einer Ebene: 

(20) x'^ + y"^ + /^ + {x- a)x"+ (y - b)y"+ {s-cy = 0, 
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welche ebenfalls durch den Krümmungsmittelpunkt des Nor- 
malschnittes geht. 

Wir haben nun die Ebene (20) und die Normale (14) der 
Oberfläche, welche beide durch den Krümmungsmittelpunkt 
des Normalschnittes gehen. Der Schnittpunkt beider wird 
der Krümmungsmittelpunkt des Normalschnittes sein. Um ihn 
zu bestimmen hat man seine Coordinaten a, &, c zugleich 
mit dem Werthe von ft aus den vier Gleichungen (20) und 
(14) zu berechnen. 

Substituiren wir zu diesem Zwecke (14) in (20), so er- 
halten wir: 

und wenn wir diesen Werth von ^ substituiren in (14), so 
geben jene Gleichungen die Coordinaten a, h, c des Mittel- 
punktes der Krümmung des Normalschnittes. 

Dem angegebenen Werthe von ft werden wir jedoch eine 
andere, leichter aufzufassende Gestalt geben mit Zuziehung 
der Gleichung, welche wir durch zweimalige Differentiation 
der in t identischen Gleichung m = erhalten. Bezeichnen 
wir zu diesem Zwecke mit Mooj ^oi ? ^ii; • • • ^^® zweiten par- 
tiellen Differentialquotienten der Function u, nach den Varia- 
bein Xy y, z genommen, und, um weiter abzukürzen, mit 
9> {x\ y\ z) den Ausdruck : 

(21)9 ipf, y\ z) = Moo^'^+ «*i iy'^+W22/'+ 2u^^'z+2u^QZx'+2uQ^xy, 

so erhalten vrir durch zweimalige Differentiation der Glei- 
chung w = nach t: 

(22) . . . q>{x, if, /) + u^" + w,y" -f w/' = 0, 
und daher den Werth von ft: 

als einen Ausdruck der Coordinaten xdt, ydt, z'dt des Punk- 
tes g in dem rechtwinkligen, parallelen Coordinatensysteme, 
dessen Ursprung im Punkte p liegt. Bezeichnen wir daher 
mit a, ß, y die Cosinus der Winkel, welche die Tangente pq 
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des Normalschnittes im Punkte p mit den Coordinatenaxen 
bildet, so haben wir: 

(23) /* = —r\-T • 

Setzen wir diesen Werth von ft in (14) ein, quadriren 
die einzelnen Gleichungen und addiren sie, so erhalten wir 
das Quadrat des Krümmungsradius r des Normalschnittes und 
daraus : 


(24) r = 


9(a. P,y) 


Diese Formel giebt die Krümmungsradien sämmtlicher 
Normalschnitte der gegebenen Oberfläche m=0 in dem Punkte 
p derselben, wenn die Tangente pq in der Tangentenebene 
der Oberfläche sich um den Punkt p beliebig dreht. 

Um eine Vorstellung zu bekommen von dem Wachsen 
und Abnehmen der Krümmungsradien der verschiedenen Nor- 
malschnitte der Oberfläche in dem Punkte p, tragen wir die 
Quadratwurzel des Krümmungsradius als gerade Linie auf die 
Tangente des Normalschnittes vom Punkte p aus auf. Der 
Endpunkt q^ der geraden Linie habe in dem rechtwinkligen 
Coordinatensysteme, mit dem Ursprung j^, die Ooordinaten 
^\} y\9 ^1* Alsdann ist: 

yr' '^^ yr' ^ yr 

Setzen wir diese Werthe von a, /3, y in die Gleichung 
(24), so erhalten wir: 

(25) ... 9(3^1, J/u ^i) - n< + < + O = 

die Gleichung einer Oberfläche zweiter Ordnung mit dem Mit) 
telpunkte p, auf welcher der Punkt q^ liegt. Da aber der 
Punkt q^ überdies noch in der Tangentenebene der Oberfläche 
u = liegt, so hat man ferner: 

(26) u^^x^ + Wjj/i + u^^ =0, 

die Gleichung einer durch den Mittelpunkt der Oberfläche (25- 
gehenden Ebene. Der Schnitt dieser Ebene (26) und der 
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Oberfläche zweiter Ordnung (25), ein Kegelschnitt, ist der 
geometrische Ort des Punktes g,. 

Man braucht daher nur die Halbmesser dieses Kegelschnit- 
tes zu kennen , um die Krümmungsradien der Normalschnitte 
der gegebenen Oberfläche w = zu bestimmen. Denn die 
Quadrate der Halbmesser sind eben die Längen der Krüm- 
mungsradien der Normalschnitte, für welche die Halbmesser 

Tangenten sind. 

Diese Bemerkung kann dazu dienen, Sätze über Halb- 
messer eines Kegelschnittes in Sätze über Krümmungsradien 
der Normalschnitte einer Oberfläche in einem gegebenen Punkte 
der Oberfläche zu übertragen. 

So wissen wir zum Beispiel aus der sechsundzwanzigsten 
Vorlesung, „dass die Summe der reciproken Quadrate zweier, 
auf einander senkrecht stehenden Halbmesser eines Kegel- 
schnittes eine constante Grosse ist'^, woraus unmittelbar der 
Satz hervorgeht: 

Die Summe der reciproken Krümmungsradien 
zweier, auf einander in einem gegebenen Punkte 
einer Oberfläche senkrecht stehenden Nor^nal- 
schnitte ist eine constante Grösse. 

Denken wir uns ferner den durch (25) und (26) gegebe- 
nen Kegelschnitt auf die Hauptaxen desselben bezogen: 

^ + ^-1 = 0, 

so bezeichnen r^ und r^ die Krümmungsradien derjenigen Nor- 
malschnitte, deren Tangenten in die Hauptaxen des Kegel- 
schnittes fallen. Ist nun r der Krümmungsradius irgend eines 
anderen Normalschnittes, der mit den genannten beiden, auf 
einander senkrecht stehenden Normalschnitten die Winkel a 
und /3 bildet, so ist der, diesem Krümmungsradius entsprechende 
Halbmesser des Kegelschnittes gleich Yr, und daher die senk- 
rechten Projectionen des im Punkte Xy y des Kegelschnittes 
endigenden Halbmessers auf die Hauptaxen des Kegelschnittes : 

X = j/r .cos a , y == j/r . cos ß. 

Setzen wir aber diese Werthe von x und y in die Gleichung 
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des Kegelschnittes, so erhalten wir die Relation von Euler 
zwischen den drei Krümmungsradien der Normalschnitte der 
Oberfläche : 

/9«N coV a 1 cos^ ß j_ ^ 

^ ^ Tq ' Vi r 

Wir werden jetzt den Kjrümmungsmittelpunkt und den 
Krümmungsradius eines schiefen, aber ebenen, durch den Punkt 
p gehenden Schnittes der Oberfläche m = bestimmen. 

Wir können, ohne den schiefen Schnitt zu beschränken, 
annehmen , dass derselbe durch den vorhin bezeichneten Punkt 
q gehe. Denn der Normalschnitt der Oberfläche lässt sich 
um die Normale der Oberfläche so drehen, dass der Punkt q 
desselben in den schiefen Schnitt fällt. Wir bringen diese 
beiden Schnitte der Oberfläche mit einander in Verbindung, 
um den Krümmungsradius des einen durch den anderen aus- 
zudrücken. 

Wenn nun A^ === die Gleichung der, die Oberfläche 
ti == in schiefer Richtung schneidenden Ebene ist, so haben 
wir für den schiefen Schnitt die Gleichungen: 

(28) t* = 0, A = 0, 

welche wir uns durch drei Gleichungen von der Form (16) 
mit der unabhängigen Variable t der Art ersetzt denken, 
dass durch Substitution der Werthe von x, y, z in die beiden 
Gleichungen (28) diesen Gleichungen identisch in t genügt 
wird. 

Die Normalebene des Normalschnittes im Punkte p : 

(29) ... (a: - a)x' + (y — h)y + (^ — c)/ = 

ist zugleich die Normalebene des schiefen Schnittes in dem- 
selben Punkte, weil die gerade Linie pj gemeinschaftliche 
Tangente ist. 

Aus der angegebenen Gleichung der Normalebene (29) 
des schiefen Schnittes im Punkte p erhalten wir die Gleichung 
der Normalebene desselben Schnittes im Punkte g, wenn wir 
für t setzen t + dt, wodurch die Gleichung übergeht in: 

(30) ^^'^ ~ "^''' + ^^ ~ ^^^' + ('^ - ^)^' ^ 

+ {aJ'*+y'*+«'*+ {x—a)x"-\- {x-h)y"-\-{z—c)z") dt=0. 

Hbssx, analyt. Geometr. d. Baumes. 2. Aafl. 27 
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Beide Normalebenen gehen durch den Krümmungsmittel- 
punkt des schiefen Schnittes, weil sie die Ebene des schiefen 
Schnittes in zwei unendlich nahen, auf einander folgenden 
Normalen schneiden. Die Differenz beider Gleichungen: 

(31) x'^ + y'2 j^ /2 +{x — a)x"+ (y — h)y'+ {z — c)z'= 

ist daher die Gleichung einer Ebene, welche durch den Kxüm- 
mungsmittelpunkt des schiefen Schnittes geht. Ihr haben des- 
halb die Coordinaten a, h, c des Kriimmungsmittelpunkt^s jenes 
Schnittes zu genügen. 

Wenn wir mit A, B, C die Cosinus der Winkel bezeich- 
nen , welche die im Punkte p in der Ebene des schiefen Schnit- 
tes liegende Normale dieses Schnittes mit den Coordinaten- 
axen bildet, so haben wir die Gleichungen der Normale: 

X — a = qA, 

(32) y-h = QB, 

z — c = qC. 

Da auf ihr der gesuchte Krümmungsmittelpunkt liegt, so haben 
wir aus den vier Gleichungen (31) und (32) die Werthe von 
a,h, c, Qj die Coordinaten des Krümmungsmittelpunktes und 
den Krümmungsradius des schiefen Schnittes, zu berechnen. 

Die Substitutionen von (32) in (31) geben den gesuchten 
Werth des Krümmungsradius: 

x^ + y« + /i 

Um diesen Ausdruck weiter zu transformiren, wollen wir 
annehmen , dass die Gleichung A^ =^0 der Schnittebene in 
der Normalform gegeben sei : A^ = a^x + ß\y + y^z — d^ = 0. 
Alsdann haben wir folgende drei Gleichungen: 

Ax' + By+Cz=0, 

welche der Reihe nach ausdrücken, dass die Tangente des 
schiefen Schnittes im Punkte p senkrecht steht auf der Nor- 
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male (32), auf der Normale der Oberfläche und auf der Nor- 
male der, die Oberfläche schneidenden Ebene ^^ = 0. Da alle 
drei Gleichungen zugleich stattfinden, so lassen sich zwei 
Factoren m und n bestimmen der Art, dass man hat: 

A = muQ + wa, , 
B = mUy + nß^y 
C = mu^ + wy^. 

Setzen wir diese Werthe von A, By C in den angegebenen 
Ausdruck des Krümmungsradius q ein, und bemerken, dass 
man hat: 

welche Gleichung aus der in t identischen Gleichung: 

durch zweimalige DiJBferentiation gewonnen wird, so erhalten 
wir: 

oder mit Rücksicht auf (22): 

^ mq>{x,y,z) 

oder endlich mit Bücksicht auf (23) und die ihr vorhergehende 

Gleichung: 

1 

Es bleibt noch übrig, den Werth von m in dieser Glei- 
chung zu bestimmen. Zu diesem Zwecke multipliciren wir 
obige drei Gleichungen, in welche die Factoren m und n ein- 
geführt wurden, respective mit A, B, G und addiren. Da 
aber cc^A + ß^B -(- yjC = ist, weil die Normale des schiefen 
Schnittes in der Ebene des Schnittes liegt, so haben wir: 

1 ==s m{uQÄ -(- u^B + U2C) 

imd darum: 

UqÄ -\- UyB -f- 'J^tC 

^ ~ 9(a» ß» y) 

27* 
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Bemerken wir endlich, dass der Cosinus des Winkels (tq), 
den die Krümmungsradien r und q mit einander bilden, ist: 


cos (TQ) — ^(^^, ^ ^, _^ ^^.^ , 


so erhalten wir durch Vergleichung des angegebenen Werthes 
von Q mit dem Werthe von r in (24): 

(33} p = r cos (ro). 

Da nun der Neigungswinkel der beiden Krümmungsradien 
zugleich der Neigungswinkel der Ebene des Normalschnittes 
und der Ebene des schiefen Schnittes ist, so drückt die Glei- 
chung (33) den Satz aus: 

Die senkrechte Projection des Krümmungsmit- 
telpunktes eines Normalschnittes in einem gegebe- 
nen Punkte einer Oberfläche auf einen schiefen 
Schnitt der Oberfläche, der dieselbe Tangente in 
dem gegebenen Punkte hat als der Normalschnitt, 
ist der Krümmungsmittelpunkt des schiefen 
•Schnittes. 


Dreissigste Vorlesung, 
mmungscurven der Oberflächen. 


Wir haben in der vorhergehenden Vorlesung die Quadrat- 
wurzel aus dem Krümmungsradius eines beliebigen Normal- 
schnittes einer gegebenen Oberfläche t* = in einem gege- 
benen Punkte p derselben als denjenigen Halbmesser des durch 
die Gleichungen (25) und (26): 

(1) . . . . (p{x, y, g) — ^^(V + W|^ + ^2^) = 0, 

(2) UqX +*WiJ/ 4" ^2^ = 

gegebenen Kegelschnittes dargestellt, der den Normalschnitt 
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in dem gegebenen Punkte p berührt. Diese Darstellungsweise 
haben wir dazu benutzt, um Sätze über Halbmesser eines 
Kegelschnittes auf Krümmungsradien der Normalschnitte einer 
Oberfläche in einem gegebenen Punkte derselben zu über- 
tragen. 

Zu den übertragbaren Sätzen gehört vorzugsweise der, 
„dass die Maxima oder Minima der Halbmesser eines Kegel- 
Schnittes die Hauptaxen desselben sind, und dass diese auf 
einander senkrecht stehen." Uebertragen wir diesen Satz nach 
dem angegebenen Prinzipe auf die Krümmungsradien der Nor- 
malschnitte, so geht daraus der Satz hervor: 

Die Normalschnitte einer Oberfläche in einem 
gegebenen Punkte derselben, deren Krümmungs- 
radien Maxima oder Minima sind, stehen auf ein- 
ander senkrecht. 

Wir werden diesen, in der Theorie der Oberflächen wich- 
tigsten Satz noch besonders beweisen mit Hülfe der Regeln 
für die Herleitung der Maxima und Minima der Functionen, 
wie sie die Differentialrechnung lehrt. 

Zu diesem Zwecke suchen wir das Maximum oder Mini- 
mum des, in der vorhergehenden Vorlesung in (24) ausge- 
drückten Krümmungsradius r des Normalschnittes: 

(3)....-.... , =. iW+i^J-V) . 

Da der Zähler dieses Ausdruckes eine Gonstante ist, die 
nur abhangt von der Lage des unveränderlichen Punktes jp 
auf der gegebenen Oberfläche, so wird r ein Maximum oder 
Minimum, wenn g?(a, /J, y) ein Minimum oder Maximum wird. 
Es handelt sich also darum, die Function q>{a, /3, y) der varia- 
beln Cosinus a, ß, y der Tangente des Normalschnittes zu 
einem Minimum oder Maximum zu machen , während zwischen 
den genannten Cosinus die beiden Bedingungsgleichungen be- 
stehen : 

(4) ...... . «2 + ^2 ^ y2 _ 1 _, , 

(5) t^u« + Mj/3 -{- ^2^ = ^* 
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Um diese Aufgabe zu losen, schreibt die Differentiabrech- 
nung vor, aus der gegebenen Function und aus den, respec- 
tive mit — X und 2ft multiplicirten, linken Theilen der beiden 
Bedingungsgleichungen den Ausdruck zu bilden: 

(6) g>{a, ß, y) - X{a^ + ^^ + y2 _ i) _^ 2(i{u,a + u,ß + u,y), 

und das Minimum oder Maximum dieses Ausdruckes so zu 
bestimmen, als ob sowohl cc, ß, y als auch X und f£ von ein- 
ander unabhängige Variabein wären. Die Werthe der Varia- 
bein, welche die componirte Function (6) zu einem Minimum 
oder Maximum machen, machen dann auch die Function 
(p (a, ß, y) unter den Bedingungen (4) und (5) zu einem Mini- 
mum oder Maximum. 

Setzen wir nun, um das Minimum oder Maximum der 
Function (6) nach der genannten Regel festzustellen, die par- 
tiellen DifFerentialquotienten der Function (6), nach den fünf 
Variabein genommen, gleich 0, so erhalten wir die Glei- 
chungen : 

(pXa) — 2Xa + 2ftWo = 0, 

^7) q>\ß)-2Xß + 2iLU,=^0, 

(p\y) — 2Xy+2fiU2 = 0, 

Wo« +«*i/J +^2^ =0, 

und die Gleichung (4), welche zur Bestimmung der Werthe 
der fünf Variabein dienen. 

Entwickeln wir das, in Beziehung auf die Unbekannten 
a, /3, y, ft lineare, homogene System Gleichungen (7): 


(8) 


««10« + Kl — ^)ß + ^nr +«^1^ = 0, 

U20CC + w2,/3 -f (^22 - ^)y + %f* = , 

Wo« +^iß +^2? =0, 

und eliminiren die genannten Unbekaunten, so erhalten wir 
die, in X quadratische Gleichung: 


(9) 


*«io ? ^u — ^f ^12^ **i 
^20 ; ^21 7 ^22 ^7 ^2 


0,- 
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welche den Beweis liefert, dass die Erümmungsradien der 
Normalschnitte zwei Maxima oder Minima haben. 

Durch die Wurzeln dieser Gleichung drücken sich nun 
sogleich die Maxima oder Minima der Krümmungsradien der 
Normalschnitte aus. Denn, multipliciren wir die drei ersten 
Gleichungen (7) respective mit «, /3, y und addiren, so er- 
halten wir mit Bücksicht auf die letzte Gleichung (8): 

und daher aus (3) das Maximum oder Minimum des Krüm- 
mungsradius : 

(10) r= ^(^' ' + ^i' + ^«') 

Hat man den Werth einer Wurzel X der quadratischen 
Gleichung (9) ermittelt und damit zugleich das Maximum oder 
Minimum des Krümmungsradius (10) bestimmt, so erhält man 
aus den drei ersten Gleichungen (8) in linearer Weise die 

Verhältnisse — ; — ; — der Cosinus der Winkel, welche die 

Tangente des, dem Maximum oder Minimum des Krümmungs- 
radius ensprechenden , Normalschnittes mit den Coordinaten- 
axen bildet, und die Gleichung (4) giebt die Cosinus selbst. 

Um die Lage der beiden Normalschnitte zu einander, 
welche dem Maximum oder Minimum des Krümmungsradius 
entsprechen, zu ermitteln, wollen wir annehmen, dass A^ und 
^2 die Wurzeln der quadratischen Gleichung (9) seien. Der 
ersten Wurzel mögen die Werthe «^ , /S^ , y^ , ftj , der zweiten 
die Werthe «j, /^j, ^3? /*2 ^^^ ^) ßf T) /* entsprechen, welche 
deshalb, in (7) eingesetzt, diesen Gleichungen genügen: 

9 («1) — 2Aiai+2/i,Wo=0 , 9?'(«2) —2^2+21^2% =0, 

(11) 9(^i)-2Ai/3,+2/i,ti,=0, 9m)-2AA + 2/i2%=0, 

9'(yi)— 2Aiyi + 2/*iW2=0, 9X^2)— 2^2 + 2/12^2 = 0, 

Wo«l +%/8i -1-^2^1 =^f ^0«2 +^\ß2 +«^2^2 =0. 

Multipliciren wir nun die drei ersten Gleichungen des 
ersten Systemes respective mit «2, /Sj, 7^2 ^^^ addiren, multi- 
pliciren wir femer die drei ersten Gleichungen des zweiten 
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Systemes respective mit «j, /3j, y^ und addiren, so erhalten 
wir mit Rücksicht auf die unbenutzt gelassenen Gleichungen 
in (11): 

«i9 («2) + ß\9>\ß2) +yi9Xr2) = 2;i2(a,a2 + ßiß2 + y,y2)- 

Ziehen wir endlich diese beiden Gleichungen, deren linke Theile 
einander gleich sind, von einander ab, so erhalten wir: 

= (A^j — A2) («lÄj + ßA + ^1^2) • 

Da nun der erste Factor des rechten Theiles dieser Gleichung 
nicht verschwinden kann, weil A, und Aj verschiedene Wur- 
zeln der quadratischen Gleichung (9) sind, so hat man die 
Gleichung: 

(12) «i«2 + ßA + ^1^2 = 0- 

Aus der geometrischen Interpretation dieser Gleichung 
geht eben der oben angeführte Satz hervor. 

Die Normalschnitte einer Oberfläche in einem gegebenen 
Punkte derselben, deren Krümmungsradien Maxima oder Minima 
sind 5 nennt man Hauptschnitte der Oberfläche in dem ge- 
gebenen Punkte. Auf Grund dieser Definition lässt sich der 
angegebene Satz auch so ausdrücken: 

Die Hauptschnitte einer Oberfläche in einem 
gegebenen Punkte derselben stehen auf einander 
senkrecht. 

Aus den Bedingungsgleichungen (7) für die Cosinus a, /3, y 
der Winkel, welche die Tangenten der Hauptschnitte mit den 
Goordinatenaxen bilden , gehen durch Elimination von X und ft 
die Gleichungen hervor: 


(13) 


«0> 

M, , 

«2 

a, 

ß, 

Y 

y'C«), 

¥(ß), 

9'iy) 


= 0, 


(14) Wo« + ^\ß + Wjy = 0, 

welchen jene Cosinus ebenfalls genügen müssen. 
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Die erste von diesen Gleichungen stellt, wenn man a, /3, y 
als die Coordinaten eines Punktes betrachtet in einem Coor- 
dinatensysteme^ dessen Anfangspunkt der Punkt j? ist, einen 
Kegel zweiter Ordnung dar mit der Spitze in ^^ in welchem 
die Tangenten der Hauptschnitte liegen. Die zweite Glei- 
chung ist die Gleichung der Tangentenebene der Oberfläche 
im Punkte |). Es schneidet daher die Ebene den Kegel in 
den beiden auf einander senkrecht stehenden Taugenten der 
Hauptschnitte in dem Punkte p. 

Auf diese Bemerkung gestützt^ werden wir nun die Be- 
dingungen für eine Curve auf der gegebenen Oberfläche w =0 
entwickeln , deren Tangenten sämmtlich Tangenten der Haupt- 
schnitte der Oberfläche sind. 

Es sei p irgend ein Punkt dieser Gurye, dessen Coordi- 
naten : 

V) ^, y, ^ 

wir als zu bestimmende Functionen der einzigen, unabhängigen 
Variable t betrachten. Die Coordinaten eines, diesem Punkte 
unendlich nahen Punktes g auf der Curve seien in dieser Vor- 
aussetzung: 

g) a; + xäi , y + ydi , z + zdt. 

Die Differenzen: 

dx = xdt , dy = ydi , efe *= z'dt 

sind dann die Coordinaten des Punktes g in einem Coordi- 
natensysteme, dessen Ursprung im Punkte j? liegt. Da nun 
dieser Punkt auf der Tangente des Hauptschnittes im Punkte 
j) liegen soll, so muss die Gleichung (13) erfüllt werden, wenn 
man in ihr für a, /J, y setzt dx^ dy, dz. Man hat daher die 
Differentialgleichung : 


(15) 


«0, 

«,, 

u^ 

(&, 

dy, 

de 

g)'(ate), 

<p\dy), 

<p\dg) 


= 


als Bedingung für die gesuchte Curve. 

Krümmungs curve einer Oberfläche wird diejenige Curve 
auf der Oberfläche genannt, deren Tangenten sämmtlich Tan- 
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genten der Hauptschnitte der Oberfläche sind. Ist demnach 
u = die Gleichung einer gegebenen Oberfläche, so ist die 
Gleichung (15) in Verbindung mit der Gleichung der gegebe- 
nen Oberfläche die Differentialgleichung der Krümmungscurve 
auf ihr. 

Man erhält die Gleichung einer Oberfläche, welche die 
gegebene Oberfläche in ihrer Krümmungscurve schneidet, wenn 
man die Differentialgleichung der Krümmungscurve mit Be- 
nutzung der Gleichung der gegebenen Oberfläche integrirt. 
Da die Integralgleichung aber eine willkürliche Constante 
mit sich führt, so giebt es unendlich viele Krümmungscurven 
einer gegebenen Oberfläche. 

Die Differentialgleichung (15) der Krümmungscurve ist 
zwar von der ersten Ordnung, jedoch von dem zweiten Grade. 
Deshalb hat man zwei Systeme Krümmungscurven auf einer 
gegebenen Oberfläche, deren Hauptcharakter aus ihrer ,Con- 
struction durch die Tangenten der Hauptschnitle erkennbar 
ist. Denn, betrachten wir die beiden Krümmungscurven, welche 
durch einen beliebig auf der gegebenen Oberfläche gewählten 
Punkt gehen, so ist die Tangente der einen Krümmungscurve 
die Tangente des einen Hauptschnittes, und die Tangente der 
anderen Krümmungscurve ist die Tangente des anderen Haupt- 
schnittes. Da diese Tangenten aber auf einander senkrecht 
stehen, so haben wir den Satz: 

Die Krümmungscurven einer Oberfläche sind 
zweifacher Art. Die einen schneiden die anderen 
senkrecht. 

Deshalb wird eine Oberfläche in ihrer ganzen Ausdeh- 
nung durch die stetige Aufeinanderfolge der beiden Arten 
Krümmungscurven auf ihr in unendlich kleine Rechtecke zer- 
theilt. 

Wenn die gegebene Oberfläche zweiter Ordnung ist, so 
lässt sich die Integration der Differentialgleichung ihrer Krüm- 
mungscurven wirklich durchführen. Wir werden im Folgen- 
den diese Integration ausführen, um die, in der zweiund- 
zwanzigsten Vorlesung gegebene Definition der Krümmungs- 
curven auf Oberflächen zweiter Ordnung mit der allgemeinen 
auf Oberflächen in üebereinstimmung zu bringen. 
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Vertauschen wir in dieser Absicht die Buchstaben x, y, z 
mit den Buchstaben ß^y ß^, ß^y ^^^ nehmen an^ dass die ge- 
gebene Oberfläche m = ein Ellipsoid sei : 


«0 + ^ü ' «1 + ^0 ' «t + ^< 

so wird die durch 4 dividirte Diflerentialgleichung (15) der 
Krümmungscurven auf dem Ellipsoid: 


Po . Pl ft 


«0 + ^0 . «I + ^0 «2 + ^0 


= 0, 


eine Gleichung, welche nach (45) der zweiundzwanzigsten Vor- 
lesung, durch elliptische Coordinaten ausgedrückt, übergeht in: 

Q{i^i- h)^^dX,dk^ + {X^-X,)B,^dX^dX, + {X,-X,)B^HX,dX, } = 0. 

Da nun X^ eine gegebene, constante Grosse ist, so ist dX^ = 0, 

und die zuletzt angegebene Differentialgleichung reducirt sich 

auf: 

(16) dX^dX^ = 0, 

welche Gleichung integrirt giebt: 

Aj = C| oder Aj = Cj . 

Dieses sind aber die Gleichungen der, mit dem gegebenen 
Ellipsoid confocalen Oberflächen zweiter Ordnung, welche das 
Ellipsoid nach der erweiterten Definition der Krümmungs- 
curven auf Oberflächen in den Krümmungscurven schneiden. 
In gleicher Weise führt die Differentialgleichung der Krüm- 
mungscurven auf einem der beiden Hyperboloide, ausgedrückt 
durch elliptische Coordinaten und integrirt, auf die mit ihnen 
confocalen Oberflächen. Wir . können daher mit Recht die 
Krümmungscurven auf Oberflächen zweiter Ordnung, wie in 
der zweiundzwanzigsten Vorlesung geschehen ist, als die 
Schnittcurven confocaler Oberflächen zweiter Ordnung erklären. 

Monge nennt Krümmungscurven auf einer gegebenen 
Oberfläche die stetige Aufeinanderfolge von Punkten, für welche 
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die unendlich nahen Normalen der Oberfläche sich schneiden. 
Wir werden durch den Calcul nachweisen ^ dass diese Art 
Curyen mit den, in dem Vorhergehenden definirten Krüm- 
mungscurven zusammenfaUen. 

Wenn wir mit x, y, js die Goordinaten eines Punktes p 
auf der gegebenen Oberfläche u = bezeichnen, so haben 
wir die Gleichungen der Normale in diesem Punkte: 

X — a = /*Mq, 
(17) y ~6 = fiWi, 

Setzen wir in diesen Gleichungen för x, y, z die Goordinaten 
X -{- dx, y -\- dy, z -{-dz eines, dem Punkte^ unendlich nahe 
liegenden Punktes 2 der Oberfläche, so werden die Gleichun- 
gen der Normale in dem Punkte q: 

X -{- dx — a = v(w0 + duo), 

(18) y-\^dy — b = v{ui + dw,); 

z -{- dz — c = v{u2 + rftij), 

wenn wir annehmen, dass durch jene Substitution fi in i/ über- 
gehe. 

Sollen sich diese beiden Normalen schneiden, so müssen 
gewisse Werthe von a, h, c den beiden Systemen Gleichungen 
zu gleicher Zeit genügen. Zieht man daher unter der Vor- 
aussetzung, dass a, 6, c diese Werthe haben, das erste System 
Gleichungen von dem zweiten ab, so erhält man die Be- 
dingungsgleichungen für den Punkt g: 

dir + (ft — i/)wo — vdu^ = , 
% 4" (f* — ^)**i — vd^Y = , 
öte 4" (f* — ^) ^2 — vdu^ = , 

aus welchen durch Elimination der Unbekannten (fi — v) und 
— 1/ die Differentialgleichung der Curven von Monge hervor- 
geht: 


(19) 


«*0J 

Wj, 

U2 

dx , 

dy, 

dz 

duQ, 

dU^y 

du2 


= 0. 
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Bemerkt man aber^ dass, mit Yemachlässigang der höheren 
Potenzen von dx, dy, dz, ist: 

dUQ = UQ^dx + Moi^y + «*02^^ = i9>X(^)y 

(20) . . . dwj = UiQdx -}- ^ndy + u^2^0 = l^^'C^y); 
du^ = u^^dx + u^idy + «22^^ = i9>X^)} 

so sieht man, dass die Differentialgleichung (15) der Krüm- 
mimgscurven mit der DiiFerentialgleichung (19) der Curven 
von Monge vollkommen übereinstimmt. 
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In der vorhergehenden Vorlesung haben wir durch den 
Calcul nachgewiesen, dass sich die drei Systeme confocaler 
Oberflächen zweiter Ordnung in ihren Krümmungscurven 
schneiden. Diese drei Systeme Oberflächen zweiter Ordnung 
schneiden sich senkrecht. Die Erörterung der Frage, ob diese 
drei Systeme Oberflächen zweiter Ordnung sich darum in 
ihren Krümmungscurven schneiden, weil sie sich senkrecht 
schneiden, und die Erweiterung der Frage auf allgemeine 
Oberflächen führt auf das Theorem von Dupin: 

Wenn drei Systeme Oberflächen so beschaffen 
sind, dass durch jeden Punkt des Raumes eine Ober- 
fläche aus jedem der drei Systeme hindurchgeht, 
und wenn sich jene drei, durch den beliebigen Punkt 
des Raumes gelegten Oberflächen immer senkrecht 
schneiden, so schneiden sich die drei Systeme Ober- 
flächen gegenseitig in ihren Krümmungscurven. 

Aus diesem Theoreme folgt dann ohne Weiteres, dass die 
drei Systeme confocaler Oberflächen zweiter Ordnung sich 
gegenseitig in ihren Krümmungscurven schneiden, weil sie 
sich senkrecht schneiden. 
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Wir werden die Bedingungen des Theoremes analytisch 
feststellen, hierauf aus den Bedingungen weitere Folgerungen 
ziehen und letztere dazu benutzen, um das Theorem selbst 
zu beweisen. 

Ein System Oberflächen ist im Allgemeinen durch eine 
Gleichung zwischen den Coordinaten eines beliebigen Punktes 
und einer willkürlichen Constante gegeben. Diese Gleichung 
können wir uns nach der willkürlichen Constante aufgelöst 
denken, und demnach annehmen, dass die drei Systeme Ober- 
flächen durch ihre Gleichungen in der aufgelösten Form ge- 
geben seien: 

(1) u = P, v = X\ w = k% 

indem wir unter u, v, w irgend welche Functionen der Coor- 
dinaten x^ y, verstehen und unter A®, k\ k" willkürliche Con- 
stanten. 

In dieser Voraussetzimg sind die Bedingungen des Theo- 
remes : 

(2) WqUq + w^u^ + w^u^ = 0, 

wenn wir mit u^, u^, Wj • • • ^^ partiellen Differentialquotien- 
ten der Functionen w . . . nach den Variabein x, y, z bezeichnen. 

Es sind diese Gleichungen identische Gleichungen, weil 
sie ausdrücken, dass die Normalen der drei, durch einen be- 
liebigen Punkt des Raumes gehenden Oberflächen in diesem 
Punkte auf einander senkrecht stehen. Man kann daher jede 
von diesen Gleichungen partiell nach einer der Variabein 
differentiiren, wodurch man wieder identische Gleichungen 
erhält. 

Aus der ersten von diesen Gleichungen geht, wenn man 
mit WxA, t?xji, Wjti die zweiten partiellen Differentialquotienten 
der Functionen m, v, w bezeichnet, folgendes System hervor: 

Ko«^o + «'lo^j + ^20^2) + Ko«^o + ««'lo^i + ^20^2) = 0, 
KiW'o + ^11^1 + ^2i«<^2) + Ki^o + ^\<^i + ««'21^2) = 0, 

(^02^0 + ^12«<^1 + ^22W'2) + («<^Ü2^0 + ««^12^1 + ««^22^2) = 0- 
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Zwei andere Systeme Gleichungen erhält man auf gleiche 
Weise durch Differentiation der zweiten und dritten Glei- 
chung (2). 

um diese drei Systeme identischer Gleichungen in einer 
übersichtlichen Form darzustellen, führen wir nach der Ana- 
logie von (21) der neunundzwanzigsten Vorlesung die Bezeich- 
nungen ein: 

<p{aQ, aj, tij) = Woo^o*+ Wu«i^+ 1*22^2^+ 2u^^a^a,^'{' 2u.yQa^aQ'\' 2uQ^a^^a^y 
(3) ^K,ai,a2)=t;ooV+«^ii«i^+^22Ö^2^+2vi2«ia^2+2i;2oa2ao+2t;oiaoaj, 

mit deren Hülfe wir jene drei Systeme identischer Gleichun- 
gen, nach Multiplication mit dem Factor 2, also darstellen: 

(4) z'W + «p'K) = , 

¥{%) + V''K) = , 

<P'{^\) + V''(«*i) = , 
fp\v.^ + ^'(«2) = . 

Wir führen ferner, um abzukürzen, die Bezeichnungen ein: 

(5) . . . W(w, u) = w„V'(Mo) + ^\f'ii*i) + WjV'Cwj) , 

X{u, v) ^u^xX-Vq) +«iZ'(«j) +M2Z'K)> 
wobei zu bemerken ist, dass: 

(6) 0{v, w) = 0(w, v), W{w, u) = W(u, w), X{u, v) = X{v, u). 

Aus den Gleichungen (4) setzen wir nun folgende zusammen : 

yf{w, u) + X(v, m) = , 

(7) X(u, v) + ^{w, v)=^0, 

0{v,w) ■j-W(u,w)=0. 
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Die erste von diesen Gleichungen erhält man nämlich , wenn 
man die drei Gleichungen des ersten Systemes (4) der Reihe 
nach mit Uq^ u^, Uj niultiplicirt und addirt und so weiter. 
Addirt man zwei von diesen Gleichungen und zieht die 

dritte ab; so erhält man: 

• 

(8) . . . 0{v, w) = 0, yf{w, u) = 0, X{u, v) = 0. 

Diese drei Gleichungen zugleich mit den drei Bedingungs- 
gleichungen (2) des oben angegebenen Theoremes werden nun 
dazu dienen ; das Theorem zu beweissen. 

Den Beweis des Theoremes werden wir in der Weise 
führen, dass wir zeigen, wie die Gleichimgen: 

(9) u = k\ v = X\ 

welche den Gleichungen (2) und deshalb den Gleichungen (8) 
genügen, auch der Differentialgleichung (15) in der vorher- 
gehenden Vorlesung der Krümmungscurve der ersten Ober- 
fläche u = X^ genügen. 

Wenn wir demnach mit K den Ausdruck bezeichnen: 


(10) ^ = 


der entwickelt die Gestalt annimmt: 

(11) K = {u^dz — u^dy) <p\dx) + (u2dx, — u^dz) <p\dy) 

+ {^{idy — u^dx) (pidis) , 

so werden wir nachzuweisen haben, dass unter Voraussetzung 
der angeführten Gleichungen (9) , (2) und (8) dieser Ausdruck 
K verschwindet. 

Differentiiren wir zu diesem Zwecke die Gleichungen (9), 
so erhalten wir: 

u^dx + u^dy + '^'ßz = , 
v^dx + v^dy -j- v^dz = , 

zwei Gleichungen, welche, mit den beiden ersten Gleichun- 
gen (2): 


«0» 

«,, 

Mj 

dx, 

^y, 

de 

tpXdx), 

9\äy), 

(fXde) 
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UqWq + ^i^i + %^2 = ^ ; 

VqWq + t^iM?4 + l^2^2 = 

verglichen, beweisen, dass dx : dy : dj? = Wq : w;, : w^y oder dass: 

dir==Atc;Q, dy^Aw?!,. dz ^==^ kw^. 

Setzen wir diese Werthe in den Ausdruck (11), so er- 
halten wir: 

IC 

, Bestimmen wir endlich die Verhältnisse von v^iv^i v^ 
aus der ersten und letzten Gleichung (2) oder, mit Einfüh- 
rung eines unbestimmten Factors fi, jene Grössen selbst: 

und setzen diese Werthe in den zuletzt gegebenen Ausdruck 
für -Tj- ein, so wird auf Grund der Bezeichnungen (5): 

(12) K=iil''0(v,w), 

Da aber nach (8) ^{v, w) verschwindet, so verschwindet 
auch K. 

Wir geben schliesslich noch einen zweiten Beweis des 
Dupin 'sehen Theoremes, gestützt auf Coordinatentransfor- 
mation. 

Wir gehen wieder von den drei Systemen Oberflächen (1) 
aus, welche den Bedingungen (2) des Theoremes genügen, 
woraus die Gleichungen (8) eine unmittelbare Folge sind. Wir 
betrachten aber in den Gleichungen (1) die willkürlichen Con- 
stanten A®, k\ X" als die Coordinaten desjenigen Punktes im 
Räume , dem die rechtwinkligen Coordinaten x, y, z durch die 
Gleichungen (1) entsprechen, und stellen den Ausdruck (10) JE, 
der, gleich gesetzt, die DiflFerentialgleichung der Krümmungs- 
curve der gegebenen Oberfläche m = A^ ist, als eine Function 
der Coordinaten A^, A', A" und ihrer Difibrentialen c?A^, rfA', dX" 
dar. Wenn wir diesen so transformirten Ausdruck K. gleich 
setzen , so erhalten wir die Differentialgleichung der Krüm- 
mungscurven auf der gegebenen Oberfläche in einer integrir- 
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baren Form, und können daraus die Gleichungen der Ober- 
flächen selbst ableiten, welche die gegebene Oberfläche in 
ihren Krümmungscurven schneiden. Es wird sich dann zeigen, 
dass die hergeleiteten Oberflächen gerade diejenigen sind, die 
durch die Gleichungen v ,= A' und w = A" mit den willkür- 
lichen Constanten A' und A" analytisch ausgedrückt werden. 
Die drei Gleichungen (1) geben, nach den rechtwinkligen 
Coordinaten aufgelöset, die Werthe derselben als Functionen 
von A^, A', A". Diiferentiiren wir diese Gleichungen, um auch 
die Differentialen der rechtwinkligen Coordinaten auszudrücken, 
so erhalten wir: 

UQdx -j- u^dy -\- u^dz = dk^, 
(13) v^dx + ^i^J/ + ^2^^ = äX\ 

Dieses System von linearen Gleichungen haben wir nach 
dx, dy, dz aufzulösen. Wir behaupten, dass die aufgelösten 
Gleichungen folgende sind: 


^ dX^ , dX' I dX" 

dx = u^-~^ + v^-y+WQ-^, 

/t A\ j ctX^ , dX' , dX" 

(14) dy = Ui -jjr + Vi ~y -i- W^ rj^ y 

-, d^^ , dX' , dX" 

dz = ««2 TT + ^2 -^ + ^2 w ' 
wenn wir, um abzukürzen, setzen: 

(15) F = V +V +V, 

W = w^ + w^ + w^. 

Denn setzt man die Werthe von dx^ dy, dz aus (14) in (13) 
ein, und vergleicht auf beiden Seiten der Gleichungen die 
Coefficienten von dA^, rfA', dA', so erhält man neun Bedin- 
gungsgleichungen, von welchen drei von selber erfüllt werden, 
während die sechs anderen mit den Gleichungen (2) überein- 
stimmen. 

Um nun die Determinante (10) JT mit Hülfe von (14) 
leichter zu transformiren , bilden wir die Determinante D: 
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(16) 


B = 


Uq , M, , ^2 


n 


0> 


V 


1 ; 


^o; ^1? 


v. 


w. 


KD 


und stellen das Product KD beider Determinanten als eine 
Determinante dar, welche mit Rücksieht auf (15), (13) und 
(2) die Gestalt erhält: 

U, 0, 0, 

dk\ dk\ dl", 

dxKf\u^-\-äy ^'(t*,) dx qp'(t'o) +<^y qp'C^'i) dx (p\wo)+dy(p\Wi) 
+ dz 9'(t*2) > + dz q>\v^ , + dz q>\Wi) 

oder kürzer: 

dXy dX' 

dxfipXv^'^dy^fXv^dZif'iv^^ dx<p\wQ)'^dy(p\wi)+dzq>\w^) 

Multiplidren wir, imi dieses Product weiter zu vereinfachen, 
die Gleichungen (14) der Reihe nach mit 9>'(^o); 9^'(^i); ^'{^2)7 
oder mit q>\w^y ¥{^\)} ^>\^2)j ^^^ addiren, so erhalten wir 
auf Grund der Gleichungen (8) und mit Bücksicht auf die 
Bezeichnungen (5): 

äxq>\v,) + dyq>\v,) + dzq>\v,^ = ^-^^^ dX + ^-^^^/-^^ dl\ 
dxipXtv^) + dyip\w^) + d^(p\w^) = ^^"^"^^ dr + ^j-''-^ dk^, 


(17) U 


w 


u 


wodurch der Ausdruck (17) übergeht in: 
dX\ dX' 


KD=Ü 


der: 


(18) KD= f7{^M _ ^^\dx^cir+ |a)(M, w) dX- 0(u, v) e?r} dX 

Hiernach geht die Differentialgleichung K =i) der Krüm- 
mungscurven der Oberfläche u = A®, für welche A^ eine Con- 
stante ist, über in: 
(19) dXdr=0, 

welche Gleichung integrirt giebt X oder X' gleich einer will- 
kürlichen Constanten. 


28* 


436 Anhang. Planeten -Bewegung. 


Anhang. 
Planeten - Bewegung. 


Unter Planeten-Bewegung verstehen wir die Bewegung 
eines materiellen freien Punktes, des Planeten, um einen festen 
Punkt, die Sonne, welche den freien Punkt nach dem New- 
ton 'sehen Gesetze anzieht. Diese Bewegung auf Grund der 
in der analytischen Mechanik entwickelten Principien festzu- 
stellen, soll unsere Aufgabe sein. 

Die Auflösung der Aufgabe erklärt allerdings nicht den 
wirklichen Vorgang in der Natur. Denn die Sonne liegt in 
dem Weltenraume eben so wenig fest, als irgend ein Planet. 
Wir werden darum zum Schlüsse unserer Vorlesung zeigen, 
wie das Problem zweier Körper auf die vorgelegte Aufgabe, 
als eine Fundamentalaufgabe, zurückgeführt werden kann. 

Unsere Aufgabe verlangt die Bestimmung der Coordinaten 
X, y, z des Planeten und demnächst der Entfernung des Pla- 
neten von der Sonne , des Radiusvector r, als Functionen der 
Zeit t. Diese Bestimmung soll in dem Folgenden gemacht 
werden durch Aufstellung von vier Gleichungen zwischen den 
fünf Variabein x, y, z, r, t Ihre Auflösungen nach den vier 
ersten Variabein geben dann dieselben als Functionen der Zeit. 

Wenn zur Lösung unserer Aufgabe nichts weiter gegeben 
ist, als die Lage der Sonne in dem Anfangspunkte der Coor- 
dinaten und das Newton'sche Gesetz der Anziehung, so sieht 
man, dass die Aufgabe keineswegs eine ganz bestimmte ist, 
dass sie vielmehr willkürliche Annahmen zulässt, welchen wir 
vorerst nachgehen wollen. 

Betrachten wir nun zu diesem Zwecke den Zustand des 
Planeten in seiner Bewegung zu einer bestimmten Zeit, die 
wir bezeichnen wollen mit ^ == 0. Dieser sogenannte An- 
fangszustand hängt ab: erstens von den drei Coordinaten des 
Planeten, also von drei Constanten, zweitens von der Rich- 
tung der Tangente seiner Bahn, welche analytisch sich durch 
zwei Constanten bestimmen lässt, drittens von der Grösse der 
Geschwindigkeit, ausgedrückt durch eine Constante. 
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Wie sich eine oder mehrere dieser sechs Constanten 
ändern^ wird auch die Bewegung des Planeten eine andere. 
Die vollständige Lösung unserer Aufgabe muss darum sechs 
willkürliche Constanten enthalten. 

Die analytische Mechanik ist seit D'Alembert in der 
glücklichen Lage, die Gleichungen sogleich hinschreiben zu 
können, welche ein gegebenes Problem der Mechanik lösen. 
Die D'Alembert'schen Gleichungen sind allerdings nicht Glei- 
chungen, welche das Problem unmittelbar lösen, sondern es 
sind Differentialgleichungen, welche Nebenumstände unberück- 
sichtigt lassen und darum gleich ganze Klassen von Aufgaben 
zusammenfassen. 

In dem vorliegenden Falle ist es der Anfangszustand des 
Planeten, auf welchen die D'Alembert'schen Gleichungen keine 
Bücksicht nehmen. Es ist daher vorauszusehen, dass die 
D'Alembert'schen Differentialgleichungen sechs Integrationen 
erfordern, durch welche die oben genannten sechs Constan- 
ten eingeführt werden. 

Indem wir die Kenntniss des D'Alembert'schen Principes 
voraussetzen, schreiben wir die Differentialgleichungen hin, 
welche unsere Aufgabe lösen: 

(1) . . . ' "^ "^ 

In ihnen bedeuten Xy yy z die Coordinaten des Planeten, 
r seine Entfernung von der, im Anfangspunkte der Coordi- 
naten liegenden Sonne und die mit Strichen versehenen Coor- 
dinaten die Ditferentialquotienten derselben nach der Zeit t 
genommen; x^ ist die Anziehung, die die Sonne gegen den 
Planeten in der Einheit der Entfernung ausübt. 

Die Differentialgleichungen (1) verlangen in der That 
sechs Integrationen, wie man unmittelbar sieht, wenn man 
x'^ = setzt; aber sie verlangen auch nicht mehr als sechs 
Integrationen. Denn durch fortgesetzte Differentiation und 
Elimination lässt sich eine Differentialgleichung der sech- 
sten Ordnung ableiten zwischen einer Coordinate und der 
Zeit. 
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Es bedarf keiner Integration der aufgeführten Differen- 
tialgleichungen ^ um sogleich eine Eigenschaft der Bahn des 
Planeten zu erkennen. Betrachten wir zu diesem Zwecke 
drei auf einander folgende, unendlich nahe Stellungen des 
Planeten, die gegeben sind durch die Coordinaten: 


X 


z 


y, 

X + xdt , y + y'dt y z -f- z'äi , 

X + 2xdt + xdi^, y + 2ydt + y'df^, z + 2z dt + z"dt', 

so wird, wenn wir mit D die Determinante bezeichnen: 


(2) 


D = 


X 


X 


cd 


ft 


y , 
y, 

ff 

y > 


der Ausdruck Ddt^ den sechsfachen Inhalt der dreiseitigen 
Pyramide bezeichnen, deren Ecken durch die drei Stellungen 
des Planeten und den Stand der Sonne im Anfangspunkte der 
Coordinaten bestimmt sind. 

Die Determinante D verschwindet, wenn wir iür x'\ y\ z" 
die Werthe aus (1) setzen. Aus diesem Umstände schliessen 
wir, dass die Ecken der genannten dreiseitigen Pyramide in 
einerund derselben Ebene liegen. Da diese, durch die Sonne 
gehende Ebene schon durch zwei, unendlich nahe Stellungen 
des Planeten bestimmt ist, und die dritte, unendlich nahe in 
ihr liegt, so wird, wenn wir von den beiden letzten Stel- 
limgen des Planeten ausgehen , die darauf folgende sich wie- 
der nicht von der Ebene entfernen und so ferner. Wir 
drücken dieses kurz so aus: 

Die Bewegung des Planeten geschieht in einer 
durch die Sonne gehenden, ganz bestimmten Ebene. 

Wenn wir demnach mit X, Y, Z die Coordinaten eines 
variabeln Punktes bezeichnen, so wird: 


(3) 


X 


X 


yy 
y\ 


z 

f 

z 


= 


X, Y, Z 
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die Gleichung der Ebene sein, in welcher sich der Planet 
bewegt. 

Da die Lage dieser Ebene offenbar abhängt von dem 
Anfangszustande des Planeten, welcher bei der Aufstellung 
der DiflFerentialgleichungen (1) unberücksichtigt blieb, so sehen 
wir, dass es unmöglich ist, die Gleichung der genannten Ebene 
ohne Integration bloss aus den DiflFerentialgleichungen fest- 
zustellen. Wir wollen daher vorerst diejenigen Integrationen 
der DiflFerentialgleichungen unternehmen, welche zur Fest- 
stellung der genannten Ebene erforderlich sind. 

Multipliciren wir zu diesem Zwecke die erste Gleichung 
(1) mit y, und ziehen sie von der mit x multiplicirten, zweiten 
Gleichung ab, so erhalten wir: xy' — x'y = Oj eine Glei- 
chung, welche integrirt giebt: xy — xy = Cj. Verfahren 
wir in gleicher Weise mit je zwei von den drei DiflFerential- 
gleichungen (1), so ergeben sich daraus folgende Integral- 
gleichungen mit den willkürlichen Constanten Co, c^, c.^: 

(4) . . . y/ — yz = Co, zx' — zx = c^ , xtj — xy = Cj. 

Die analytische Mechanik nennt sie die Flächensätze 
wegen ihrer geometrischen Bedeutung, die wir hier ausein- 
ander setzen wollen. 

Betrachten wir nämlich das Dreieck z/, dessen Ecken 
gegeben sind durch die zwei ersten, unendlich nahe liegenden 
Stellungen des Planeten und die Lage der Sonne, so sind 
die doppelten Inhalte der senkrechten Projectionen des Drei- 
ecks ^ auf die Coordinatenebenen die in (4) mit dt multi- 
plicirten Ausdrücke, nämlich: 

c^dt , c^dt , c^dt. 

Bezeichnen wir nun mit 2^ den doppelten Inhalt des 
Dreiecks z/, so haben wir: 

4^'^ = (Co' + c,' + c^^)df'; 

oder, wenn wir mit C eine neue (konstante einführen durch 
die Gleichung: 

(5) (P = c,^ + c{^ + c,\ 
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so wird: 

(6) 2J = Cdt 

Diese Gleichung drückt aus, dass das von dem Radius- 
vector in einem unendlich kleinen Zeiträume beschriebene 
Dreieck der Zeit proportional ist Da die Summe dieser Drei- 
ecke für einen endlichen Zeitraum die von dem Badiusvector 
beschriebene Fläche ausmachen^ so ergiebt sich hieraus das 
erste Kepler'sche Gesetz: 

Die von dem Radiusvector beschriebenen Flä- 
chenräume sind proportional den Zeiten, in welchen 
sie beschrieben werden. 

Die Flächßnsätze dienen zur Bestimmung der Ebene , in 
welcher sich der Planet bewegt. Denn entwickelt man die 
Gleichung (3) dieser Ebene , so werden die Coefficienten der 
variabeln Coordinaten gerade die Ausdrücke (4) und demnach 
die Gleichung der gesuchten Ebene: 

(7) CoX + c,r-f c.^Z= 0. 

Da der Planet in dieser Ebene liegt, so haben wir die 
Gleichungen: 

/g) ^0^ + ^ly + ^2^ = , 

welche man auch erhält, wenn man die Gleichungen (4) mit 
X, y, z oder x, y\ z multiplicirt und addirt. 

Um ein viertes Integral der Differentialgleichungen (1) 
zu erhalten, multipliciren wir die drei ersten Gleichungen 
respective mit x ^ y\ z und addiren. Das Integral der so 
componirten Gleichung ist dann folgendes: 


x« 


(9) i(^'^ + y'^ + = y + A. 

Der linke Theil dieser Gleichung wird in der analytischen 
Mechanik die halbe lebendige Kraft genannt. Er bedeutet 
hier das durch 2 dividirte Quadrat der Geschwindigkeit des 
Planeten. Die Gleichung selbst sagt aus, dass in dem Ver- 
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laufe der Bewegung des Planeten die lebendige Kraft oder 
die Geschwindigkeit des Planeten in zwei Zeitpunkten die- 
selben sein werden, wenn die diesen entsprechenden Badii- 
vectoren gleich sind. 

Es ist ein bekannter Determinantensatz: 

(10) {x'' + y2 + ^2) (x^ + y'2 + /2) _ (^^' ^ yy^ + ^^y 
= (y/ — j/zy + (0X — zxy +ixy' — xyf , 

den man aus der Gleichung DD = DD erhält, wenn man 
den linken Theil dieser Gleichung, das Product zweier Deter- 
minanten (2), als eine Determinante darstellt^ diese partiell 
nach dem Elemente a;'V+ 3/'y+ /V differentiirt und den da- 
durch erhaltenen DiflFerentialquotient nach (43) der siebenten 
Vorlesung ausdrückt durch die partiellen Differentialquotien- 
ten der Factoren des rechten Theiles der Gleichung. 

Quadrirt man nun die letzte Gleichung (1) und differen- 
tiirt dieselbe, so erhält man: 

(11) r/ = XX '\- yy '\- zz'. 

Benutzt man diese Gleichung zugleich mit der Gleichung, 
woraus sie entstanden ist, mit Zuziehung der Flächensätze 
(4), so giebt die Determinantengleichung (10) folgenden Aus- 
druck für die lebendige Kraft: 

(12) x'^ + y^-{-^'' = r^+^- 

Eliminirt man endlich die lebendige Kraft aus (9) und 
(12), so erhält man: 

(13) /•-' = 2Ä + ^-^', 

eine Differentialgleichung erster Ordnung, aus welcher man 
durch Integration erhält: 

Von den am Anfange unserer Untersuchung angekün- 
digten sechs Integrationen sind bis dahin fünf Integrationen 
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vollführt. Es bleibt noch eine Integration zu machen übrig. 
Die weiteren Principien der Mechanik vor Jacobi geben 
keine allgemeinen Regeln an, nach welchen, wie die vorher- 
gehenden, so das letzte Integral unseres Systemes Differen- 
tialgleichungen gefunden werden kann. Da wir jedoch an 
dieser Stelle keinen Gebrauch machen wollen von dem Prin- 
cipe der letzten Integration von Jacobi, weil es sich nicht so 
kurz darstellen lässt, sp1}leibt uns nichts übrig, als zu unter- 
suchen , ob nicht vielleicht eines von den schon angewendeten 
Principien der Mechanik, zur Integration der DiflFerentialglei- 
chungen nochmals angewendet, uns auf das letzte Integral 
führt. Wir kehren zu diesem Zwecke zu den Differential- 
gleichungen (1) zurück, von welchen wir ausgegangen sind. 

Die Differentialgleichungen (1) sind zu symmetrisch, als 
dass wir die Symmetrie durch Einführung neuer Variabein 
zerstören möchten. Die vierte Gleichung (1) ist keine Dif- 
ferentialgleichung und darum in keiner Weise symmetrisch 
mit den übrigen Gleichungen. Eine gewisse Symmetrie zwi- 
schen den vier Gleichungen (1) wird eben erreicht, wenn wir 
an Stelle der vierten Gleichung, als Definition des Radius- 
vector r auch eine Differentialgleichung zweiter Ordnung ein- 
führen. 

Differentiiren wir zu diesem Zwecke die Gleichung (13), 
so erhalten wir: 

(15) ......... r =- ^-^^^ 

Die Interpretation dieser Differentialgleichung giebt den 
Satz : 

Wenn man auf dem Radiusvector eines Plane- 
ten lebte, ohne eine Vorstellung von der Bewegung 
des Radiusvector um die Sonne zuhaben, so könnte 
man die Bewegung des Planeten auf dem Radius- 
vector nicht durch das Newton'sche Gesetz, dass 
die Anziehung geschähe umgekehrt dem Quadrate 
der Entfernung des Planeten von der Sonne, erklä- 
ren; es müsste noch die umgekehrte dritte Potenz 
der Entfernung zu Hülfe zugenommen werden. 
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Wenn wir nun an Stelle der vierten Gleichung (1) die 
Differentialgleichung (15) einführen ^ so zeigt es sich^ dass 
der Flächensatz der Mechanik sich an je zwei von den vier 
Differentialgleichungen anlegen lässt. Denn multipliciren wir 
die erste Gleichung (1) mit r, die Gleichung (15) mit x, und 
ziehen letztere von der ersten ab, so erhalten wir: 

rx — r X = ^ X. 

und mit Rücksicht auf die erste Gleichung (1): 

rx — r X = -^ X , 

Integrirt giebt diese Gleichung: 

rx — rx = -Y X +6o- 

Auf diese Weise sehen wir an Stelle der gesuchten letzten 
Integralgleichung drei Integralgleichungen mit den willkür- 
lichen Gonstanten 6q, 6|, fej hervorgehen: 

(16) r^-ry= ^ly -\- hl, 

f / O »IT 

rz —r0 = -;^ z +62- 

Im Grunde brauchen wir nur eine von diesen Integral- 
gleichungen ^ um die Lösung unseres Problemes zu vollenden. 
Wenn aber, wie in dem vorliegenden Falle, die Natur so frei- 
gebig ist, so kann man versichert sein, dass ihre Gaben für 
die Lösung des Problemes von besonderem Werth sind. Und 
in der That wird es sich zeigen, dass die Constanten 6q, b^, h^ 
der Integration einer sehr einfachen und für das Problem 
nutzbaren, geometrischen Interpretation fähig sind. Wir 
werden darum keines von den 8 gefundenen Integralen (4), 
(9), (14), (16) unbeachtet lassen. 

Da wir in dem Vorhergehenden an Stelle der sechs will- 
kürlichen Constanten der Integration acht willkürliche Con- 
stanten Co, Cj, Cj, A, r, 6q, 6j, i^ eingeführt haben, so müssen 
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letztere zweien Bedingungsgleichungen genügen. Diese Be- 
dingungsgleichungen aufzusuchen, wird unsere nächste Auf- 
gabe sein. 

Multipliciren wir die Gleichungen (16) der Reihe nach 
mit Cq, Cu C2 und addiren^ so erhalten wir in Berücksich- 
tigung der Gleichungen (8): 

(17) Vu + *i^i + ^2^2 = 0. 

Dieses ist eine von den gesuchten Bedingungsgleichungen. 

Um die andere Bedingungsgleichung abzuleiten, setzen 
wir: 

(18) r-^ = Q, 

wodurch die Gleichungen (16) die einfachere Gestalt erhalten : 

Qx' — rx = &0 7 

(19) py'-ry = 6., 

Qz' — rz = 62- 

Quadriren wir diese Gleichungen, addiren und setzen, um 
abzukürzen : 

(20) £2 = v + v + V, 

so erhalten wir: 

J52 = Q^(X^ + y 2 _^ ^2 _ /2) ^ /2(^ _ y)2^ 

und mit Berücksichtigung von (12) imd (18): 
oder: 

und mit Berücksichtigung von (18): 

Setzt man in diese Gleichung den Werth von q aus (18) ein, 
so geht sie über in: 
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und mit Beradisichtignng von (13) erhält man die gesuchte 
Bedinguugsgleichung: 

(21) ^ — C* = 2A -^ . 

Denn die Grössen (? und JB^ sind die in (5) und (20) ange- 
gebenen Ausdrücke der Integrationsconstanten. 

Es ist auf diese Weise nachgewiesen^ dass die gefunde- 
nen acht Integralgleichungen nicht unabhängig von einander 
sind, sondern dass sie die Stelle von sechs unabhängigen Inte- 
gralgleichungen vertreten. Giebt man diesen sechs Gleichun- 
gen noch die vierte Gleichung (1) und die Gleichung (11) 
bei; so hat man acht von einander unabhängige Qleichungen. 
Durch Elimination der vier Grossen r , x\ y\ / aus denselben 
gehen dann die gesuchten vier Gleichungen zwischen den 
Variabein r, x, y, z, t hervor. 

Um diese Elimination in geschickter Weise auszuführen, 
ziehen wir von der mit z multiplicirten zweiten Gleichung 
(19) die mit y multiplicirte dritte Gleichung ab, wodurch wir 
mit Rücksicht auf (4) erhalten: 

«oC» — hy + *i^ = 0, 
und aus dem Systeme Gleichungen (19) geht folgendes hervor: 

^oP - M + 6i^ = , 
(22) ........ c,9 — V + *2^ = , 

c^Q — b^x -f \y = 0, 

Wenn man in diese Gleichungen den Werth von q aus 
(18) und dann den Werth von r aus (1) einsetzt, so stellen 
sie Oberflächen zweiter Ordnung dar, auf welchen sich der 
Planet bewegt. Da der Planet sich überdies in der Ebene 
(7) bewegt, so müssen die drei Oberflächen (22) sich in einer 
und derselben ebenen Curve schneiden. Wir werden dieses 
auch direct einsehen. 

Multipliciren wir die Gleichungen (22) der Reihe nach 
mit 60, 61, 62 ^^^ addiren, so verschwindet nach (17) die 
Summe identisch. Es ist dieses ein Beweis, dass jede der drei 
Oberflächen zweiter Ordnung durch die Schnittcurve der beiden 
anderen geht. 
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Multipliciren wir die zweite Gleichung (22) mit Cj und 
ziehen die dritte mit c, multiplicirte Gleichung ab, so erhal- 
ten wir mit Rücksicht auf (17) die Gleichung der Ebene (7). 

Daraus ist der Schluss zu ziehen, dass die drei Ober- 
flächen sich in einer Curve schneiden, welche in der Ebene 
(7) liegt. 

Multipliciren wir endlich, um die drei Oberflächen in 
symmetrischer Weise zu verwenden , die Gleichungen (22) der 
Reihe nach mit Cq, Cj, Cj und addiren, so wird mit Rüchsicht 
auf (5): 


(23) 


9—Ci 


'0 9 


1 ; 


X 


z 


= 


die Gleichung der Oberfläche zweiter Ordnung, welche von 

der Ebene: 

(24) c^x + c^y + c^ = 

in der Planetenbahn geschnitten wird. Wir können darum 
sagen : 

Die Planetenbahn ist ein Kegelschnitt in einer 
Ebene, welche durch die Sonne geht. 

Um die Lage des genannten Kegelschnittes zu ermitteln, 
müssen wir auf den Charakter der Oberfläche zweiter Ord- 
nung (23) näher eingehen. 

Bezeichnen wir zu diesem Zwecke die durch C^ dividirte 
Determinante in der Gleichung (23) also: 


(25) 


F = 


(7« 


hy hy h 


Cq f c 


l; ^2 


X 


y 


so stellt sich die Gleichung (23) der Oberfläche zweiter Ord- 
nung kürzer so dar: 

(26) Q— F=0. 


Diese Gleichung der Oberfläche, zweiter Ordnung ist die 
Differenz der beiden Gleichungen: 

(27) ^ + A = 0, F-f A = 0. 


Haneten- Bewegung. 447 

Die erste Gleichung stellt um die Sonne concentrische 
Kugeln dar, die zweite Gleichung ist der analytische Aus- 
druck für ein System paralleler Ebenen. Die Schnittcurven 
der concentrischen Kugeln und der parallelen Ebenen sind 
Kreise, deren Mittelpunkte sämmtlich auf dem, von der Sonne 
auf eine jener Ebenen gefällten Lothe liegen. Da nun diese 
Kreise (27) auf der Oberfläche (26) liegen, so können wir 
sagen: die Oberfläche (26) ist eine Rotationsober- 
fläche. Die Eotationsaxe ist das genannte Lothi 

Wenn nun die Cosinus der Winkel, welche die Rotations- 
axe J., die Normale der Ebene F-(- A = 0, mit den Coor- 
dinatenaxen bildet , sich verhalten wie Uq : a^ : a^, so hat man 
in Berücksichtigung der entwickelten Ebenengleichung: 

(28) »1 = &2C0 — *o^2 y 

Da diese Ausdrücke, für x, y, 5, in die Gleichung (24) ge- 
setzt, derselben genügen, so schliessen wir daraus: Die Ro- 
tationsaxe der Oberfläche (26) liegt in der Ebene (24) 
der Planetenbahn. Wir können ferner sagen : Die Ober- 
fläche (26) wird erzeugt durch Rotation der Pla- 
netenbahn um eine von ihren Axen. Welche Axe der 
Planetenbahn die Rotationsaxe der Oberfläche (26) sei, kön- 
nen wir hier noch nicht entscheiden. 

Führen wir nun eine gerade Linie B ein, welche mit 
den Coordinatenaxen Winkel bildet, deren Cosinus sich ver- 
halten wie &() : 6, : h.^y so haben wir auf Grund von (17) und 
(28): 

ÖqCq + &1C1 -f V2 = 0, 

(^9) Coöfo + ^1«! + ^20^2 =0, 

^0^0 "i" ^1^1 "i" ^2^2 ^^ ^ • 

Diese Gleichungen drücken aus, dass das Loth C der Ebene 
(24) der Planetenbahn, die Rotationsaxe A der Oberfläche 
(26) und die eben definirte, gerade Linie B auf einander senk- 
recht stehen. Wir können deshalb sagen: Die Constanten 
^0? ^1; ^2 ^^^ Integration bestimmen die Richtung 
der zweiten Axe der Planetenbahn. 
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Dass die Oberfläche (26) eine Rotationsoberfläche ist, 
kann man auf folgende Art einsehen. 

Setzt man nämlich die Werthe von q und r aus (18) und 
(1) in die Gleichung (26) der Oberfläche und quadrirt, so 
nimmt die Gleichung die Gestalt an: 

x^ + y'^ + 0^ — B^ = O, 

indem B einen linearen Ausdruck der.Punktcoordinaten dar- 
stellt. Drückt man nach . bekannter Regel die Punktcoordi- 
naten durch Ebenencoordinaten aus, so kann man ohne Rech- 
nung einsehen, dass die Gleichung derselben Oberfläche die 
Gestalt annimmt: 

w^ -|- 17^ 4" ^' — .4 = 0, 

indem Ä einen linearen Ausdruck in Ebenencoordinaten be- 
zeichnet. Dieses ist aber nach (21) der vierundzwanzigsten 
Vorlesung die allgemeine Form der Gleichungen von Rotations- 
oberflächen zweiter Ordnung, die einen Brennpunkt im Coor- 
dinatenanfangspunkte haben. Der andere, auf der Rotations- 
axe gelegene Brennpunkt ist ebenfalls reell, weil die Brenn- 
punkte paarweise nur reell oder nur imaginär auftreten. 

Da nun die, durch die Rotationsaxe gehende Ebene (24) 
die Oberfläche in einem Kegelschnitte schneidet, dessen Brenn- 
punkte mit den Brennpunkten der Oberfläche zusammenfallen, 
so ist hierdurch das zweite Kepler'sche Gesetz bewiesen: 

Die Planetenbahn ist ein Kegelschnitt. In einem 
Brennpunkte des Kegelschnittes liegt die Sonne. 

Ob die Planetenbahn eine Ellipse, Parable oder Hyperbel 
sei , wird davon abhängen, ob die Rotationsoberfläche (26) ein 
EUipsoid, ein Paraboloid oder ein Hyperboloid sei. Dieses 
erfahren wir, wenn wir die von dem Brennpunkte, in wel- 
chem die Sonne liegt, ausgehenden Radiivectoren in das Auge 
fassen, welche in die Rotationsaxe Ä fallen. Haben diese 
Radiivectoren die entgegengesetzte oder die gleiche Richtung, 
so ist die Oberfläche ein EUipsoid oder ein Hyperboloid. Ist 
einer der beiden Radiivectoren ud endlich gross, so liegt ein 
Paraboloid vor. 
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Die Coordinaten eines beliebigen Punktes auf der Rota- 
tionsaxe werden ausgedrückt, wie folgt: 

-l = K« + < + v)- 

Das eine Vorzeichen gilt für die Punkte, welche von dem 
Brennpunkte auf der einen Seite liegen, das andere für die 
Punkte der anderen Richtung. Setzen wir demnach die an- 
gegebenen Werthe der Coordinaten in die Gleichung der Ober- 
fläche (26), so wird die Oberfläche ein EUipsoid sein, wenn 
die den beiden Vorzeichen entsprechenden Werthe von r gleiche 
Vorzeichen haben. 

Der Ausdruck V in (25) ist nach (28) folgender : 


^= -^7 («0^ + ^iV + %^)- 


Setzen wir in denselben die angegebenen Coordinaten , so 
erhalten wir: 

r=±ry{a,^ + a,'' + a^), 

woraus mit Berücksichtigung^von (28) und des Determinanten- 
satzes (10) hervorgeht: 

Setzen wir endlich diesen Werth von V in (26), so haben 
wir zur Bestimmung der beiden Radiivectoren, welche in die 
Rotationsaxe Ä fallen, die Gleichungen: 

Hieraub ergeben sich nun die beiden Radiivectoren Vq 
und r, selbst: 

^^~ TL^iC +B)' 

(30) 

^ ^ _ 03 :^ i^ + -^ = _ c^(o+B) %^ 

Da diese Ausdrücke von r^ und r^ von gleichem oder ent- 
gegengesetztem Vorzeichen sind, je nachdem h negativ oder 
positiv ist, so entnehmen wir daraus Folgendes: 

Hsssx, analyt. Geometrie d. Baumes. 2. Aufl. 29 
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Die Planetenbahn ist eine Ellipse oder Hyper- 
bel oder Parabel, je nachdem die Coustante h der 
lebendigen Kraft negativ oder positiv ist oder ver- 
schwindet. 

Durch Addition oder Multiplication der Gleichungen (30) 
ergiebt sich nun: 


(31) r, + r, = --^ 


«« C» 


V. = -2Ä- ' 


und aus der ersten von diesen Gleichungen die grosse Axe a 
der Planetenbahn , in welcher die reellen Brennpunkte liegen : 

(32) «=-Ä-- 

Um das dritte Kepler'sche Gesetz abzuleiten, müssen wir 
uns auf den Fall der elliptischen Bewegung des Planeten 
um die Sonne beschränken. 

Da die Gleichung (9) der lebendigen Kraft aussagt, dass 
der Planet in gleicher Entfernung von der Sonne auch gleiche 
Geschwindigkeit hat, so muss von demselben die eine durch 
die grosse Axe getheilte Hälfte der Bahn in derselben Zeit T 
durchlaufen werden, als die andere. Wir erhalten demnach 
die halbe Umlaufszeit T des Planeten aus der Gleichung (14) : 

//' dr 



'2/^ + ^-?) 

(33) ro ^ 

wobei wir bemerken, dass auf Grund von (31) der Nenner 
des Bruches unter dem Integralzeichen für die beiden Werthe 
(30) Vq und r^ von r verschwindet. Dieses ist auch unmittel- 
bar zu erkennen. Denn da r^ der kleinste und r^ der 
grösste ßadiusvector der Planetenbahn ist, so müssen diesel- 
ben der Gleichung (13) genügen, wenn man in ihr r =0 
setzt. 
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Um das bestimmte Integral (33) auf ein schon bekanntes 
zurückzuführen, differentiiren wir den Ausdruck y(2hr'^ '\-2x^r 
— (P) ein Mal wirklich, das andere Mal nur andeutungsweise. 
Integriren wir dann wieder, so erhalten wir: 

dr 


2h r____rdr , ^2 r 

jK(2Är« + 2)t»r--0«) ~ J K(2, 


und daraus: 


Är« + 2)t«r— 0') 
^(2Är2 + 2xV — (P) 


(34) 


-/ 


rdr 


K(2Är* + 2x«r — C«) 


r, 


Ihj 


dr 


}^(2Är« + 2)t«r— C«) 


Der Werth dieses Integrales lässt sich leicht abnehmnn 
aus dem Werthe des ähnlichen Integrals (65) in der zwei- 
undzwanzigsten Vorlesung, welchen wir dort ohne Integration 
durch blosse geometrische Betrachtungen abgeleitet haben: 


dX 

- y 


—0° 


+ 1) («' + >■) 


Denn dividiren wir diese Gleichung durch ]/—Ä, so nimmt 
dieselbe die Form an: 

(35) " '' ^'■ 


^ /i 


y^n jy{Äx^+Bx+c) ' 

wenn die Grenzen des Integrales die Werthe von X bedeuten, 
für welche der Nenner des Bruches unter dem Integralzeichen 
verschwindet. 

Verwerthen wir diese Integralformel für den vorliegen- 
den Fall (34), so finden wir die halbe Umlaufszeit des Pla- 
neten: 

(36) r= - -^ -^ , 

^ ^ 2/1 y-2h 

Eliminiren wir endlich aus (36) und (32) die Integrations- 
constante h der lebendigen Kraft, so erhalten wir: 

29* 
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(^^) ^--^' 

eine Gleichung, welche unter der Annahme, dass die An- 
ziehungskraft x^ der Sonne von einem Planeten zu dem ande- 
ren sich nicht ändert, das dritte Kepler'sche Gesetz beweiset: 

Die Quadrate der Umlaufszeiten der Planeten 
um die Sonne verhalten sich wie die Kuben der 
grossen Axen der Planetenbahnen. 


Wir haben in dem Vorhergehenden die Kepler'schen Ge- 
setze bewiesen unter der Annahme des Newton'schen Gesetzes 
der Anziehung und unter anderen Annahmen, die in der 
Natur nicht begründet sind. Indem wir die, der Natur wider- 
strebenden Annahmen fallen lassen, fassen wir unsere Auf- 
gabe jetzt so: „Es soll die Bewegung der Sonne und des 
Planeten festgestellt werden unter der einzigen Annahme des 
Newton'schen Gesetzes der Anziehung. 

Das D'Alembert'sche Princip giebt sofort die Differential- 
gleichungen, welche das vorgelegte Problem lösen: 

^„ _ iit«3f (I - X) „ _ fimifi - Y) ^._ timjt-Z) 

Es bedeuten hier X, Y, Z die Coordinaten der Sonne 
mit der Masse M\ g, iy, g die Coordinaten des Planeten mit 
der Masse m, und fi die Anziehungskraft zweier Massenein- 
heiten in der Einheit der Entfernung. Die Coordinaten sind 
bezogen auf ein festes Coordinatensystem. 

Um nun die relative Bewegung des Planeten um die 
Sonne, welche die Kepler'schen Gesetze zum Grunde legen, 
zu ermitteln, führen wir ein paralleles Coordinatensystem ein, 
dessen Anfangspunkt die Sonne ist, unbekümmert darum, ob 
die Sonne sich auch bewegt. Wenn wir die Coordinaten des 
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Planeten in diesem ^ mit der Sonne fortschreitenden Coordi- 
natensysteme mit x,y, z bezeichnen, so haben wir: 

(39)... l — X=^x, ri—Y=y, l — Z = z, 

und aus den DiflFerenzen der Gleichungen (38) erhalten wir 
folgende Differentialgleichungen für die relative Bewegung 
des Planeten: 


x'=-^\M-^m)~, y"=-^2(jf+^)A, z"=-^\M^mY^ 


Die Uebereinstimmung dieser Differentialgleichungen mit 
den Differentialgleichungen (1) unseres Fundamentalproblemes 
dient als Beweis dafür, dass der Planet sich um die 
Sonne gerade so bewegt, wie er sich bewegen würde, 
wenn die Sonne, als fester Punkt, den Planeten nach* 
dem Newton'schen Gesetze anzöge. 

Daraus folgen nun die Kepler'schen Gesetze auch für den 
vorliegenden Fall der freien Bewegung beider Himmelskörper. 
Die einzige Ausnahme macht das dritte Kepler'sche Gesetz.. 
Denn, um die Gleichheit der Differentialgleichungen (40) und 
der Differentialgleichungen (1) vollkommen zu machen, müssen 
wir setzen: 

(41) X2 = ^2(j[f^^)^ 

wodurch die Gleichung (37), welche das dritte Kepler'sche 
Gesetz beweiset, übergeht in: 

(42) ^ 


Der rechte Theil dieser Gleichung ist aber nicht, wie in 
dem Fundamentalprobleme angenommen wurde, eine constante 
Grösse von einem Planeten zum anderen. Er ist nur dann 
constant, wenn der zweite Planet dieselbe Masse m hat, als 
der erste, und in diesem Falle trifft das dritte Kepler'sche 
Gesetz genau zu, im anderen Falle nicht. Das dritte Kep- 
ler'sche Gesetz trifffc nur in so weit zu, als die Masse m des 
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Planeten gegen die grosse Masse M der Sonne in der Glei- 
chung (42) vernachlässiget werden kann. Da nun dieses 
Gesetz seine Correction in der Gleichung (42) hat, so sieht 
man ungefähr ein, wie es den Astronomen möglich wird, durch 
Zeitmessung und Längenmessung aus der Gleichung (42) die 
Verhältnisse der Massen der Planeten und der Sonne festzu- 
stellen. 

Kehren wir nun zu unserem Probleme zurück und zu den 
Differentialgleichungen (38), welche, auf ein festes Coordinaten- 
system bezogen, das Problem lösen. Sie verlangen zwölf Inte- 
grationen. Sechs von diesen Integrationen werden wir voll- 
führen durch Anwendung eines Principes, welches die ana- 
lytische Mechanik die Erhaltung des Schwerpunktes nennt. 
Die sechs anderen Integrationen sollen dann zurückgeführt 
werden auf die sechs, in unserer Fundamentalaufgabe schon 
geleisteten Integrationen. 

Zu diesem Zwecke führen wir die Coordinaten a, h, c 
des Schwerpunktes der beiden Massen ein durch die Glei- 
chungen : 

(ASK\ ']}l±^A — n 'ILnJiK'^ — h ^t + MZ _^ 

mit dem Bemerken, dass dieselben noch unbekannte Functio- 
nen der Zeit sind. Multipliciren wir nun die drei ersten 
Gleichungen (38) mit m und addiren die darunter stehenden, 
mit M multiplicirten Gleichungen, so erhalten wir: 

(44) a '= 0, fe"= , c"= , 

und durch Integration: 

(45) a = at + a^, b = ßt -i- ß^ , c = yt + y^] 

Gleichungen, welche aussagen, dass der Schwerpunkt 
der Sonüe und des Planeten sich mit gleichförmiger 
Geschwindigkeit in einer geradenLinie fortbewegt. 

Wir führen femer ein paralleles Goordinatensystem ein, 
dessen Anfangspunkt in dem sich bewegenden Schwerpunkte 
liegt. In diesem Systeme sind die Coordinaten x, y, z des 
Planeten und die Coordinaten Xj , Y[ , Z^ der Sonne bestimmt 
durch die Gleichimgen: 


--»^ 
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(46) a? = g — a, y =- t} —i, z = l—c, 

^ ' X, = X-a, r, = r-6, Z, =Z-c. 

In demselben Coordinätensysteme drücken sich nun mit 
Rücksicht auf (44) die drei erst«n Gleichungen (38) so aus: 

^'_ _ V^^M{x -X,) .. f imjy - r. ) „_ _ ii*M(z-Z, ) 

(*') ]f\ = K{(* - X,)^ + (y - r,)^ + {o-z,y) 

und, da der Coordinatenanfangspunkt der Schwerpunkt des 
Systemes ist, so haben wir: 

(48) Wir + iüfZ^ = 0, my-\-MY,=% m0 + MZ^=O. 

Setzen wir die, sich aus diesen Gleichungen ergebenden 
Sonnencoordinaten X,, Fj, Zj in die Gleichungen (47), so 
ergeben sich daraus die Differentialgleichungen der. Bewegung 
des Planeten in Rücksicht auf ein, mit dem Schwerpunkte 
der Sonnen- und Planeten -Masse fortschreitendes Coordinaten- 
system : 

v^w v+w v-^m) 

^^^^ r = K(a;^ + y' + ^'). 

Dieses sind aber wieder Differentialgleichungen, welche 
auf diQ Differentialgleichungen (1) zurückkommen, wenn man 
setzt: 

(50) «' = r^v' 

Es beweiset dieses, dass der Planet sich um den 
Schwerpunkt von Sonne und Planet gerade so be- 
wegt, wie er sich bewegen würde, wenn der Schwer- 
punkt, als fester Punkt, den Planeten nach dem 
Newton'schen Gesetze anzöge. 

Die relative Bewegung des Planeten um den Schwerpunkt 
drückt sich nun aus in den vier Gleichungen (24), (23), mit 
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der Bezeichnung (18), in der letzten Gleichung (1) und in 
der Gleichung (14). Verlangt man die absolute Bewegung 
in Rücksicht auf das zu Anfang angenommene, feste Coordi- 
natensystem, so hat man ausserdein noch die drei ersten Glei- 
chungen (46) und die Gleichung (45) herbeizuziehen. 


Von den zuletzt hervorgehobenen Sätzen stellt der eine die Bewe- 
gung des Planeten nm die Sonne fest, das ist, um einen Punkt, der 
den Radiusvector in dem bestimmten Verhältnisse von : 1 theilt; der 
andere giebt die Bewegung des Planeten van den Schwerpunkt, das ist, 
um einen Punkt, der den Radiusvector in dem bestimmten Verhältnisse 
der Massen von Sonne und Planet theilt. 

Hieran schliesst sich nun die weitere Frage nach der Bewegung des 
Planeten um einen Punkt, der den Radiusvector in einem beliebig ge- 
gebenen Verhältnisse theilt. Bewegt sich um diesen Punkt der Planet 
auch 80, wie in den beiden hervorgehobenen Fällen? 
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